
17 DES OSCILLATIONS LIBRES (SEICHES) 

PREMIERE PARTIE 


Les seiches longitudinales. 

CHAPITRE PREMIER. 

THEORIE GENERALE. 

§ 1. ONDES DE MAREE, ONDES DE SURFACE. 

Le phenomtme des seiches appartient a la categorie des ondes liquidesdites 
« de maree » (les « tidal waves » des auteurs de langue anglaise). La earaete
ristique de ee type d'ondes reside dans Ie fait que Ie mouvement du liquide y est 
principalement horizontal et que les deplaeements sont sensiblement les memes 
pour toutes les partieules situees sur la meme vertieale. 

Ceei revient, dans les equations de l'hydrodynamique (ef. § 2), a negligeI' 

devant la pression hydrostatique la legere variation de pression due a l'accelera
tion vertic ale des particules fluides, Ceci est legitime, etant donne la lenteur des 
oscillations etudiees, mais suppose essentiellement que la profondeur du bassin 
considere soit suffisamment faible devant les dimensions horizon tales de celui-ci 
pour que les couches profondes de ]a masse participent au mouvement hori
zontal dans la meme mesure que les couches superficielles. Lorsque ce type de] 
mouvement a lieu dans un bassin de profondeur constante et suivant une seuk 
dimension horizontale, cette hypothese simplificatrice est designee couramment 
sous Ie nom d' «hypothese du parallelisme des tranches liquides»; dans ce cas" 
en effet, tout se passe comme si Ie liquide se depla<;ait par tr"anches planes, toutes' 
perpendiculaires a la direction du mouvement, les denivellations verticaiesl 

resultant simplement de l'aplatissement ou de I~ dilatation des tranches : les; 
parois extremes sont supposees verticales et la masse (ainsi que la densite) de 
l'eau en oscillation sont evidemment invariables. 

Si la profondeur cesse d'etre constante, l'hypothese du paralIelisme des 
tranches tombe en detaut; nous verrons (cf. § 3) qu'on peut cependant continuer 
al'utiliser comme une approximation commode, a condition que la profondeur 
ne varie que 1en t e me n t Ie long de l'axe ou a lieu Ie mouvement d'oscillation 
a l'echelle de la longueur d'onde de la seiche. 
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Lorsque l'acceIeration vertic ale ne peut plus etre negligee dans les equa
tions de l'hydrodynamique, on obtient la categorie des ondes liquides dites « de 
surface » (les « surface waves » des auteurs de langue anglaise), dont un cas 
important est celui des oscillations libres en eau « profonde», c'est-a-dire de 
profondeur non negligeable devant les dimensions horizontales du bassin (plus 
exactement : devant la longueur d'onde des oscillations considerees). Au lieu 
de se mouvoir par tranches paralleIes, l'eau est maintenant Ie siege d'une agita
tion dont l'amplitude diminue a mesure qu'on descend de la surface libre vers Ie 
fond; ces oscil1atiolls sont aussi bea\lcoup plus rapides que dans Ie cas des « ondes 
de maree». 

II va de soi qu'il n'y a pas de frontiere nette entre ces deux types d'onc1es 
liquides; dans nombre de cas intermediaires, on pourra les rattacher a l'une ou 
a l'autre categorie, suivant Ie degre de rigueur avec Iequel on desire analyser 
les phenomenes. 

§ 2. LES EQUATIONS D'EULER DE L'HYDRODYNAMIQUE. 

Voici, pour rappel, les equations d'EuLER; leur demonstration est trop connue 
pour etre reprise ici. Notations : Dx V. v. : compos antes (paralleles aux axes Ox Oy Oz 
respectivement) de la vitesse au point x, y, z it l'instant t (IS); X, Y, Z : composantes 
(meme remarque) des forces exterieures par unite de masse; p : pression; p : densite du 
liquide; 't : temperature absolue. Rappelons encore que Ie mouvement est suppose 
« continu » (i.e. D" VII D. sont des fonctions continues de x, y, z; elles sont partout finies, 

A I d' " eVa; eVy cV;; cVa;de meme que eurs erivees -, - - - etc.).
eX cx' eX' cy"" 

Equations du mouvement : 

eVa; eVa; eVa; eVa; 1 cp
-+va;-+V -+vz-=X-- --,
et eX Y ey c';; p cX 

eVy + Va; e Vy +V e Vy + V;; eVy = y _ ~ ep, 
et eX y ey eZ p eY 

cV;; + eVa e v.. eVz 1 'JP - va; -+V - +vz -= Z---~· 
et eX y eY eZ p eZ 

Equation de continuite : 

ep + eCpva;) + e (pv y ) + e(pu;;) = O. 
ct eX ey cZ 

Aces quatre equations il faut encore ajouter l'equation caracteristique du liquide, 
relation entre p, p, 't : F (p, p, 't) = 0, ou P = f (p, 't). Seulement, comme dans les problemes 

(18) Ces grandeurs sont habituellement representees pap u, D, W dans les ouvrages 
classiqu,e~. Pour,des raisons pratiques., ~m a :prefere reserver ces trois derniers symboles 
pour desIgner d autres grandeurs qm mterviennent constamment dans les calculs des 
chapitres qui suivent. . 
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qui nous occupent, les liquides sont traites comme incompressibles, et que l'on ne tient 
pas compte des variations de temperature dans l'etude des seiches, l'equation caracte
ristique se reduit a p = const., ce qui permet immediatement de simplifier l'equation de 
continuite, et de l'ecrire : div (v x v~ v.) ~ o. 

§·3. L'HYPOTHESE DU·PARALLELISME DES TRANCHES LIQUIDES. 

Commer](,;ons par examiner Ie cas Ie plus simple, celui des « ondes 
de maree» a une seule dimension horizontale, dans un canal de largeur et de 
profondeur (ho) consLantes et a parois verticales. Dans un tel canal, la section 
droite, c'est-a-dire Ie polygone dont les coles sont les intersections d'un plan 
perpendiculaire a l'axe avec les parois et Ie fond du canal et avec la surface libre 
de l'eau, est evidemment un rectangle de dimensions constantes. Soit Ox l'axe 
parallele a la longueur du callal; l'axe Oz est vertical et dirige vel'S Ie haut; la 
surface llbre est un plan d'equation z=h o, et Ie fond un plan cl'equation z=O; 
la denivellation est mesuree par ~. l\egligel' l'acceleration vel'ticale des particules 
fluides revient evidemment a prendre la pression au point (x, z) egale a la 
pression hydrostatique due a la colonne de liquide de hauteur ho + ~-z, 
augmentee de la pression exterieure po (supposee constante et uniforme it la 
surface libre : condition de POISSON). On a ainsi : p = po + P g (ho + ~ - z). 

P 't 2p 2~ 
. ar SUI e 2x = Pg 2x' 

L'equation du mouvement s'ecrit alors 

2o." . 20x 2~r- +vx - =X-g
-at 2x 2x 

de sorte que l'accelCration horizontale, 2V,) 2t, etant independante de z, est la 
meme pour toutes les particules situees dans un plan d'equation x = Cte; ou, 
ce qui revient au meme, la vitessc horizontale Vx depend seulement de x et de t. 
C'est la l'expression mathematique de l'hypothese du parallelisme des tranches. 
En l'absence de forces exterieures eX = 0), et en ne considerant que des mou
vements d'amplitude infiniment petite, on peut encore simplifier davantage 
l'equation du momement, qui se reduit ainsi a 

2o,,,, e~ -=.-g-.
ct eX 

Posons encore 

~ Clant Ie deplacement de la tranche liquide paralleIement a l'axe 0:1.:; si les mou
vements sont petits, on peut ecrire pour l'equation du mouvement : 

22~ -a~ 
-- . - g -. (1.1)
etJ ... eX 
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L'equation de continuite it deux dimensions s'ecrit (p etant constant, con
dition desormais sous-entendue) 

3Vx + 3'0.. = o. 
3X 3Z 

L'origine des z etant sur Ie fond du canal, on en tire 


v" = _szevx dz = _ Z 3'0"" 

~X eX 

o 

ce qui montre que la vitesse verticale d'une particule liquide est proportionnelle 
it sa distance au fond du canal. A la surface on a 

e~
'0- =-, 

~ ~ t 

d'ou 

3~ _ -(h Y) ~ (~)~t- o+~ 3X 3/ ' 

ou, en negligeant Ie produit 

comme petit du second ordre : 

ou, en integrant par rapport it t 

(1.2) 

Eliminant ~ ou ~,elltre ces deux equations, on obtient l'espectivement 

(1.3) 

ou 

(1.4) 

equations de type bien connu en physique mathematique. 

G. B. AIRY (19) arrive it l'equation (1.3) d'une maniere un peu differente. Ecrivant 
qu'il y a egalite entre Ie volume hodx d'une tranche liquide avant son deplacement (Ia 
Iargeur est constante et egale it l'unite de longueur) et son volume 

(ho +~) (1 + 3E) dx 
. eX 

(19) AIRY, G. B., Tides and Waves, Encycl. Metrop., V, pp. 293 sqq. 
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apres un deplacement ~, il obtient l'equation de continuite sous la forme 

(1.5) 


L'equation du mouvement est obtenue en ecrivant que l'acceleration horizontale 
de la tranche au point x + ~, soit 

est due a. la difference de pression sur les deux faces de celle-ci, difference de pression 
egale a. 

a~ 
-pg -dx,ax 

ou, par unite de masse, 

a~/( aF.)-g-- 1 +ax ax 

On a ainsi 
32 (X + F.) 1 a~ 

(1.6)ct2 = - g. 1 + aF, /eX eX 

ou, en eliminant ~ a. l'aide de (1.5), et remarquant que x est independant du temps: 

(1.7) 


En developpant la parenthese en serie de puissances de aF,/2x et en ne retenant que 
Ie premier terme, on retrouve immediatement (1.3). G. B. AIRY envisage pour (1.7) des 
solutions en premiere, en seconde et meme en troisieme approximation (20). 

Les resultats ci-dessus re.stent valables (rigoureusement) pour un canal de section 
non plus rectangulaire, mais quelconque, etant entendu que sa forme et son aire soient 
constantes en x. Si S designe l'aire de cette section droite et b la largeur du canal a. la 
surface libre, l'equation de continuite reste inchangee,pourvu que h designe maintenant 
R/b, c'est-a.-dire la profondeur· moyenne du canal; quant it l'equation du mouvement, elle 
n'est pas modifiee non plus puisqu'elle ne contient pas b. 

Passons maintenant au cas de Ia section droite va ria b Ie et rnontrons 
que l'hypothesc du parallelisme des tranches peut etre conservee pourvu que 
Sex + ~) ne· differe guere de S(x) , condition pratiquement toujours realisee 
pour les lacs reels: en effet, comme nous Ie verrons plus loin (cf. calculs nume
riques, chap. III-V); les de placements ~. ne representent Ie plus souvent guere 
plus de quelques dix-milliemes de la longueur totale du lac (tout au plus un ou 
deux milliemes dans Ie cas de seiches d'amplitude exceptionnelle), et il est natu

(20) ID., ibid., pp. 294 sqq. 
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rellement trl~S rare que Sex) varie de maniere appreciable pour d'aussi faibles 
ecarts relatifs en x. Considerons donc une section transversale, d'aire Sex) et 
de largeur a la surface libre b(x}; Ie volwne d:une tranche liquide d'epaisseur dx 

sera Sex) .dx. Apres un temps t, la tranche s'est deplacee pour venir au point x +~, 

et son epaisseur est devenue 
(1 + ~)dX'
\ 2x 

de sorte que son volume peut s'ecril:e 

s (x + E) •(1 +~) .dx.
2X 

Supposons encore que ~ conserve la meme valeur sur toute la largeur de la 
tranche; cela revient a admettre qu'il n'y a pas d'ecoulement transversal et que 
toutes les particules d'eau situees dans Ie meme plan transversal possedent la 
meme vitesse parallelement au plan Oxz; cette condition est habituellement 
verifiee, sauf dans Ie cas d'un lac dont les rives sont en pente tres douce, et meme 
alors l'exception n'a lieu qu'au voisinage immediat de ces rives (<< shelving 
effect ll). Dans ces conditions, la partie de la tranche situee au-des sus du niveau 
de la surface libre a pour volume 

b (x) • ~ . (1 + 2e) .dx.
2X . 

[en admettant que l'on puisse confondre b(x + ~) avec b(x), ce qui est evidem
ment legitime etant donne l'hypothese analogue sur Sex + ~)]. 

Ecrivons que la tranche liquide conserve son volume, au COUl'S du depla
cement: 

d'ou 

ou, en developpant en series de puissances et en ne retenant que les premiers 
termes : 

2E) 2S 2E 2Sb (x) . ~ = S (x)· ( 1 - - - S (x) - E • - = - S (x) . - - E • -
2x 2X 2x 2x 

i 2 ou ~ =--. - [Sex)· EJ· (1.8)b(x) 2X 

Pour obtenir l'equation du mouvement, remarquons que la difference de 
pression sur les deux faces de la tranche (arrivee au point x +~) est simplement 
due a la difference de niveau - d~ qui existe entre ces deux faces, et a done 
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pour mesure -p g d~ par unite de surface. L'equation du mouvement pour la 
tranche S consideree dans son entierete s'ecritdonc : 

Cl; ) Clt~ Cl~dx ( 1 + - . 0 -- = - pg --:- dx ou 
Clx I Clt2 Clx 

ou, en developpant en serie comme ci-dessus 

Si BOUS uegligeolls encore Cl~/Clx devaut, 1, ce qui revient a supposeI' que les 
accroissements qui resultent pour S (aire de la section droite) de la denivella
tion ~ ainsi que du deplacement de la tranche, soit respectivement 

b(x).~ ct 

sont tres faibles par rapport a S lui-meme (ce qui est assure puisque la pro
fondeur et la largeur ne varient guere du point x au point x + ~), il reste, pour 
l'equation du mouvement : 

(1.9) 

§ 4. L'EQUATION DE CHRYSTAL (21). 

Eliminons ~ entre les equations (1.8) et (1.9); il vient, apres multiplication 
par S(x) , quantite independante du temps : 

Cl2 1 Cli1 Cl ]
---[S(x).~]=g.S(x). b(x)· -. '-1-' -(s·h . 
Clt2 . . b(x) Clx Lb(x) eX 

Changeons maintenant de variables en posant : 

u = S .~, 1) = f" b (X) du;. 
o 

La signification physique de ces nouvelles variables est claire: u represente 
Ie volume d'eau balaye par latranche liquide Sex) au cours de son deplacement ~, 
et v n'est autre que l'aire de la surface libre du lac mesuree depuis l'une des 
extrcmites prise comme origine. Posons encore Sex). b(x) = la(v).L'equation 

. . eU Cl%u a2 u
de continuite devient alors ~ = -- et l'equation aux seiches: - = g ~(v) -; 

av Cltl aV2 

(21) Cf.. CHRYSTAL, G., On. the Hydrodynamical Theory 0/ Seiches, Trans. Roy. 
, Soc. Edinburgh, 41 (1904), pp. 613 sqq. 
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Le mouvement etant periodique, on a 
~ ,..., eiwt (w = 2~/T), 

et par suite 

II vient ainsi, en posant (02/ 9 = A : 

dZ'll ),u 
(1.10)

dV2 +' a(v) = O. 

L'introduction des variables u et v, et de la nouvelle equation (1.10) est due 
a G. CHRYSTAL; aussi I'equation (1.10) est-elle habituellement designee de ce 
nom. La courbe d'abscisse v et d'ordonnee cr(v) est appeIee par cet auteur 
« courbe normale )} du lac; il est clair que dans Ie cas du lac de largeur b con
stante et de profondeur variable h(x) , ceUe courbe n'est autre que Ie profil du 
fond lui-meme : a des facteurs constants pres, v se confond alors avec x et Sex) 
ave? hex). Pourresoudre l'equation de CHRYSTAL (1.10), il reste a soumeUre u(v) 
a deux conditions-frontiere resultant des conditions physiques du probleme. 

Si Ie lac est borne en v = 0 et en v = a (en appelant a l'aire totale de la 
surface libre du lac) par des murs; verticaux, on devra avoir ~(O)= ~(a) = 0 
ou (idem) u(O) = u(a) = 0; ceci exprime qu'il n'y a pas de deplacement des 
tranches liquides aux extremites du lac. D'autre part, l'equation de CHRYSTAL 

montre que ces conditions-frontiere sont equivalentes it 

(e~) = (~~) = O. 
/3V v=oev V=a ' 

on en conclut que les seiche~ possedent des ventres aux extremites du lac. Si au 
eontraire les parois sont inclinees aux extremites du lac; lesconditions-frontiere 
devront exprimer que Ie mouvement de l'eau y a lieu tangentiellement au fond, 
et I'on aura: . dk 

~=---.; en x o eL en x = I,
dm 

ou encore, en observant que ),; = d~ (cf. 1.9):
dm 

),~(O) + h' (O)~' (0) = A~(l) + h' (I) ~' (I) = O. 

L'equation de CHRYSTAL peut aussi etre interpretee comme l'equation du 
mouvement d'llne eOl'de de densite longitudinale variable, tendue horizont'ale
~nent et vibrant dans un plan vertical. Le rapport tension/densite longitudinale 
est represente par gcr(v), a condition que les variations de d ensite longitud inale 
en des points « voisins)} restent faibles devant ceUe densite elle-meme, et que 
les elongations transversales soient suffisamment petites pour que I'angle aigu 
d'inclinaison que fait la corde en un pointquelconqueavec l'horizontale 
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puisse eire confondu avec son sinus et sa tangeute; v s'interprete maintenant 
comme la distance mesuree depuis I'une des extremites Ie long de la corde au 
repos, et u comRIe l'elongation transversale; les conditions-frontiere uCO) = u(a) = 0 
signifient que les deux extremites de la corde sont fixes. Enfin, les nceuds de la 
corde correspondent aux ventres de la seiche et vice versa. 

Quant aux deux restrictions imposees ci-dessus, eUes sont la traduction en 
termes de corde vibrante de l'hypothese du paralIelisme des tranches et de son 
corollaire, l'hypothese de la faible amplitude des oscillations de l'eau. 

Au lieu de la variable independante v de CHRYSTAL, on peut aussi introduire la 
variable s definie par l'egalite 

..:C dx .V do 
, 

s=J-- ou s= --;
Sex) • a(v) 

o· o 

contrairement a v (aire de la surface libre), cette variable s n'a pas de signification phy
sique simple; neanmoins, elle reste aisement calculable ou, Ie cas echeant, mesurable 
sur une cart,e bathymetrique du lac. On a, en considerant a comme une fonction de s, 
dv = a(s)ds, et par suite 

. 1 du f~=---. ou u = - ~ a(s) ds, 
a (s) ds 

o 

d'ou l'on deduit, pour l'equation modifiee de CHRYSTAL 

d~ ..S

ds +), ~ a(s) ds = 0, 

ou, apres derivation, 
d2~ 

-.-+Aa(s)~=O. (1.11 ) 
d S2 . 

Les conditions-frontiere s'ecrivent maintenant (derivees par rapport it s) 


.sa d
~/ (0) = ~/ (&) = 0, avec C = a (~). 
o 

Du point de vue pratique, la variable independante s sera m()ins commode a manier 
que la variable v de CHRYSTAL; cela tient it ce que, dans les calculs numeriques (tels qu'on 
les efiect~e par exemple dans la methode de DEFANT, cf. pp. 56 sqq.), on tient avant 
tout compte de la signification physique de cette variable, qui n'est autre que l'aire de 
la surface libre du lac, aire aisement mesurable sur une carte: si au contraire on calculait 
v = S~ b (x) dx sous forme d'une somme v = :E h(xi) ~Xi' on aboutirait it de notables ecarts, 
a moins de prendre un nombre prohibitif de divisions; des essais numeriques efiectues 
sur Ie lac Tanganika ont confirme la chose. On peut cependant remedier a cet inconve
nient en modifiant Iegerement la definition de s. Pour eel a, commen'tons par definir une 
largeur moyenne~(x), telle que v = L f3(x;) ~XI= S~ hex) dx rigoureusement : ilsuffit de 
prendre ~(Xi) = Avd AXi; a(v) it son tour sera remplace par Sex) ~(x) = -rev) (pose), de 
sorte que l'on obtiendra une nouvelle courbe normale (la courbe « corrigee I»), qui et 
general differera peu de la preeedente (ef. plus loin graphiques relatifs au Tanganika ne 
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au lac de Geneve). Avec cette nouvelle courbe normale, l'accord sera evidemment rigou~ 
reux entre les resultats numeriques obtenus a. partir des deux equations (1.10) et (1.11). 

n reste a. examiner ce que vaut cette courbe « corrigee » du point de vue theo
rique. Tout d'abord, il y a une inconsequence a. mesurer S(x) et b(x) - c'est-a.-dire ici 
~(x) - en deux points differents, car Ie releve de S(x) lui-meme n'est pas independant 
de la largeur du lac; et si a. son tour S(x) doit etre corrige (ce qui ne pourrait dans la pra
tique se faire que d'une maniere plus ou moins arbitraire), Ie raisonnement physique sur 
lequel s'appuient plusieurs des methodes approchees decrites au chapitre II perd un peu 
de sa rigueur. D'autre part, pour calculer ~(x), il faut diviser .::lv, grandeur mesurable 
avec precision sur une carte, par .::lx, grandeur mesuree sur Ie Talweg (ligne souvent mal 
definie) et par suite beaucoup moins sure. L'erreur introduite ainsi pourra aisement etre 
du meme ordre de grandeur que celIe commise en adoptant comme largeur effective la 
largeur mesuree directement sur la carte a. l'endroit OU l'on relEwe S(x), autrement dit, 
que celIe commise en prenant v(x) = ~ b(Xi) .::lxi, et en utilisant s defini a. l'aide de O'(v) 
et non de 'I"(v). 

II semble donc bien que l'on puisse s'attendre a. une sorte de compensation et qu'en 
fin de compte les deux equations (1.10) et (1.11) doivent fournir des resultats egalement 
acceptables. 

Une derniere transformation interessante de l'equation de CHRYSTAL s'obtient 
comme suit. Prenons comme nouvelle variable independante la grandeur 0, defi
nie par la relation 

La signification physique de 0 est aisee a apcrcevoir : 0 rcpresente la moilie du 

temps necessaire a une onde progressive, se propageant avec une vitesse Vgh (x) 
(egale a celIe de l'onde d'oscillation fondamentale, consideree COlllllle une onde 
progressive sinusoid ale de longueur double de celIe du lac et se reflechissant 
alternativement aux deux extremites) pour parcourir une distance x Ie long du 
Talweg, depuis rextremite-origine. L'equation de CHRYSTAL prend alors 1a forme 

d 2 u b2 gh
d62 + A-rr- U = 0, 

OU, pUlsque (j = Sb = hb 2 (h designant laprofondeur moyenne de la section 
droite,variant avec ,1;) 

Sa solution peut se mettre sous la forme 

ou, it cause desconditions-frontiere (u = 0 aux extremites du lac), 

u = Do sin .(wSX Vdx ) 
.... .. gh(x) 

. 0 
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ou encore 

( I" d'V )
U= Vosin w V· ,

• g~(v) 
o 

Si l'on utilise ce dernier resultat pour trouver les valeurs propres de l'equa
tion de CHRYSTAL, on posera, pour Ie fondamental : 

d'Oll OU 

et pour les modes superieurs, [1 j nceuds : 

2. 1 dx 
OU Tj=}~ ~' 

Ces periodes ne sont autres que celles fournies par la formule de Du Boys 
(cf, pp, 9, 35 sqq.); Ie resultat est rigoureux pour Ie fondamental du lac asection 
rectangulaire constante (b(x) et hex) constants), encore acceptable pour Ie fon
damental d'un lac a section droite lentement variable a l'cchelle de la longueur 
d'onde, mais mediocre pour les modes superieurs (cf. loco cit.). 

La meme variable e permet d'etudier Ie comportement des fonctions u et ~ 
en fonction des grandeurs b(x) et h(x) , 

Entre l'equation du mouvement e2
; = _ g e~ et l'equation de continuite 

I: et2 eX 
1 e (S ,,) 'I" 'I t . t I' , d' 1 f ' ~ = - -- --- on e lmlnera ~ ou 'O, SUlvan que on veut etu leI' a onctIOn 

b (X) eX 
u ou la fonction ~, 

a) Etude de la fonclion u. - L'elimination de ~ entre les deux 
equations ci-dessus donne, apres multiplication des deux memhres par S: 

82 (S~) = S ~ [_1_ 8(S~)J' 
8,t2 g 8x b (x) 8;1: 

Introduisons maintenant la variable e : il vient 

82 (sE) = ~ ~ [_1___8 _ (S~)1 
8tt Vh 86 b (6) Vh 86 J' 

ou 

ou 
82 u b' au 1 h' au 82u 
cit = - b ~9 - 2h 86 + 86 2 ' 
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(les accents servant a. designer lcs derives par rapport a. 0), ou encore, sons forme 
plus condensee : 

Posons, afin de resoudre cette equation, u = <»(6).F(6 - t). II vient imme
diatement 

Les termes en F'/F s'annulent si 

cpl 1 h' b' 
9--------0-(I) 2h b-' 

c'est-a.-dire si <» = A b'l. h'l. (A = const.) . 

.L'equation ci-dessus sera satisfaite si, en outre, <»"1<» et <»'1<» sont negli
geables devant F'/F. La relation <» = A b '/, h '/, montre que la seconde de ces 
deux conditions revient a. negliger 

devant u'l u, ou,puisque 2U/2X est de l'ordre de ~IA (A = longueur d'onde de 1'0s
cillation), a. negliger A b' et A h' devant b et h; or, c'est la. precisement ce qu'im
plique l'hypothese du parallelisme des tranches liquides : largeur et profondeur du 
lac lentement variables Ie long,du Talweg a. l'echelle de la longueur d'onde des 
Oscillations considerees. La premiere condition implique la me-me restriction 
quant nux variations de b' et h' e2). 

b) Etude de la (onction ~. - L'elimination de ~ entre les deux 
equations fournit de meme, apres introduction de la variable 0 de GREEN, 

22~ (bl 1 h')
2t2 = ~" + b + :2 h ~' 

(les accents designant a. nouveau les derivees par rapport a. 0), Oll, a nouveau, SOllS 

forme plus compacte : 

En posant comme precedemment ~ = "\feO).' Ge6-t),il vient a nouveau 


WI. .GI. . W." (1 hi .bl) (WI G ') 
2W:'G+W+ :2h+1} W-+ G--- O' 
I " • . ' •• 

(22) Cf. GREEN, G., Cambro Trans., VI (1837} (= Papers, 225) et LAMB., H., op.
cit., p. 274. \ 
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Les termes en G' /G s'annulent si 

W' 1 h' b'->-+--+-=0~W 2h b·' 

c'est-a-dire si 'f=B. b-'/2 h-'/. (B=const.). 

Quant a l'equation en G et 'f, elle sera satisfaite si les grandeurs1f1l /'f et 
IF'/'f sont negligeables devant G' /G. II est aise de montrer que ceci impIique 
les restrictions sur les variations de b' et h' deja etablies plus haut. 

Dans les pages qui suivent, l'on etudiera un certain nombre de lacs de lar
geur et de profondeur variable; on verra (el. p. 46) que les conclusions quis'en 
degagent quant au comportement de ~ rejoignent bien Ie resultat ohtenu 
ci-dessus : ~ ,.., b - 'I. h - 'I,. 

Resoudre I'equation de CHRYSTAL (1.10) revient evidemment a chercher pour 
queUes valeurs particulieres du parametre A «( valeurs propres », AI, A2 ...... ) 
l'equation admet des solutions non nulles «( fonctions propres U I ,», u·2 •••••• ). 

En vertu des theoremes generaux sur les problemes de fonctions propres, 
on peut montrer aisement que les fonctions propres u I , U2 ••• de l'equation de 
CHRYSTAL sont 0 rthogonales entre elles, c'est-a-dire que l'on a, pour des 
fonctions normees : 

Sa U, UJ dv = 

lJ'(v) 
o 

\ 0 (i of J) ; 
/ 1 (i =J). 

En effet, l'equation .est « auto-adjointe » (23), c'est-a-dire que l'on a pour 
deux fonctions ((de comparaison» (c'est-a-dire satisfaisant aux conditions-fron
tiere u(O) = u(a) = 0, et deux fois derivables) U, V les deux egalites: 

sa (U VII - VUlt) dv = 0 et 

o 


en effel, la premiere egalite peut s'ecrire 

.(UV' - VU')g - sa (U' V' - V' U') dv = 0 

o 

et la seconde est une identite. 

Or, deux fonctions propres Up uj satisfont evidemment aussi aces egalites, 
et l'on a en outre, a cause de l'equation (1.10), 

et 

(23) Cf. COLLATZ, L., Eigenwertprobleme und ihre Numer. Behandl., Chelsea, New
York, 1948, pp. 59 sqq. 
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Par suite, la secollde egalite peut s'ecrire : . 

a [Ui UJ )'J Uj U. Ai] sa dvr ----- dV=(Aj-Ai) UiU j - =0;
"' a-(V) a-(V) a(v)
o - 0 

Ai elant suppose different de Ai' on a la propriete d'orthogonalite annoncee. 
Naturellement on peut reprendre Ie meme raisonnement point par point 

pour l'equation (1.11); les relations d'orthogonaliM seront dans ce cas: 

r\~Ja-(s)ds=O(i#J) ou 1(i=j) 
"'0 

(les fonctions ~i' ~j etant normees). 

§ 5. SOLUTIONS EXACTES DE L'EQUATION DE CHRYSTAL. 

Dans un certain nombre de cas simples, l'equation de CHRYSTAL (1.10) admet 
des solutions exactes. Leur etude permet de se faire une idee des phenomenes, 
et notamment de l'effet que peuvent avoir sur la periode, sur l'emplacement des 
ventres et des namds ou sur la distribution des amplitudes des seiches, diverses 
modifications de la forme du bassin; on sera ainsi mieux ameme de juger dans 
queUe mesure on pourra proceder sur un lac reel (et donc Ie plus souvent de 
forme capricieuse), a des regularisations de cQntour ou de profondeur, sans 
alterer notablement les resultats que l'on a en vue.

a) Pour memoire, reprenons Ie cas du lac de profondimr uniforme ho, de largeur 
constante (quelconque puisque b constant s'elimine de l'equation) et de longueur l. 
L'equation de CHRYSTAL se rMuit it : 

c2 ; Io)!- + - e= 0 (1.12)
coX;! gho ' 

et admet pour solution 

it cause des conditions-frontiere,seul Ie sinus est recevable, et l'on a 

(0)2 k! 'lt2 

gho= T 

(k = entier positif quelconque, = nombre de nceuds de la seiche). La solution s'ecrit 
des lors : 

~ . k'ltx 
1;" = A" sm -z-· 


Puisque c.l = 2 1t IT, on a 

2l 

T" -- kVgho' 
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8U .. 8 ~ 
expression qui n'est autre que la formule de MERIAN. Comme ~ = - - = (zet) - ho -

Ia solution peut aussi s'ecrire 8v 8x 

kTtx 
~k = Ck cos -l-' 

b) Cas du lac a fond parabolique concave: h (x) = ho (1- ::) et de largeur con
stante quelconque. 

Au lieu de pro ceder comme G. CHRYSTAL (24), qui ecrit la solution sous forme de 
serie potentielle, dont il determine ensuite les coefficients par une loi de recurrence, nous 
modifierons Iegerement l'equation (1.10) afin de faire apparaitre ~ au lieu de ~ et de donner 
ainsi a l'equation Ia forme habituelle de l'equation de LEGENDRE. 

On a, pour l'equation de continuite 

~= _~...} [h,,(X) ~J, 
oX 

et pour l'equation de mouvement 

ou, puisque Ie mouvement est harmonique (~ ,..., elIOt) : 

L'elimination de ~ fournit 

d [ d'( ]dx h(x) d:C + A~ = o. 

2On a alors, avec h (x) = ho (1 - X ), et en posant ~ = x', 
a2 a 

-d [(1-x'2)-d~J + p-s=O. (1.13)
dx' dx' 

A cause de l'inclinaison des parois en x' = ± 1, Ies conditions-frontiere sont modi
fiees : il faut exprimer que Ie mouvement a lieu tangentiellement au fond aux points 
x' = ± 1 : on a donc S= - ~ dhjdx' en ces points . 

. L'equation du mouvement permet d'eliminer ~; on obtient ainsi les conditions
frontiere fL~(I) - 2~'(1) = fL~(- 1) + 2~'(- 1) = O. 

L'equation de LEGENDRE (1.13) a pour solution ~ = CkP,,(x'), avec fL = k(k + 1); 
Pk(x') = ke polynome de LEGENDRE, Cit = constante arbitraire, k = entier positif quel
conque. On verifie sans difficulte que les conditions-frontiere sont satisfaites par les poly

(24) CHRYSTAL, G., op. cit., p. 617. 

3 
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nomes de LEGENDRE quand fL = k(k + 1) : pour k = 1, fL = 2, ~l = C1x'; pour k = 2, 
fL = 6, ~2 = C2(3x '2 - 1); pour k = 3, fL = 12, ~3 = C3(5x '3 - 3x /), etc. 

En normant, on trouve pour les constantes les valeurs 

VlO
O2 = --,

4 

On arriverait au meme resultat en exigeant que ~ reste fini en x' = ± 1 et en deve
loppant la solution ~ sous forme de serie potentielle en x' : pour que la serie soit finie en 
x' = ± 1, il faut qu'elle se termine, ce qui fournit la condition fL = k(k + 1), c'est-a.-dire 
les valeurs propres au parametre et par suite les periodes d'oscillation : 

21ta
T 

It - :-Vrk=(k=+=1)=g=h •o 

Dans l'oscillation uninodale, Ie profil de l'eau reste plan; il est parabolique pour 
la binodale; pour ce second mode, les noouds sont situes en 

x' = ± V3/a = ± 0,5774, 

c'est-a.-dire sont deplaces legerement vers les extremites, et la denivellation ~ est deux 
fois plus grande aux extremites (x' = ± 1) qu'au centre (x' = 0). 

Enfin, remarquons encore que les periodes des quatre premiers modes sont entre 
elles comme 1,000, 0,577, 0,408, 0,316; pour Ie lac de profondeur constante, de m:eme 
longueur 2a et de meme profondeur moyenne 2ho/3, ces periodes etaient entre elles comme 
1,000, 0,500, 0,333, 0,250. Leurs valeurs respectives par rapport a celles du lac parabo
lique sont donnees par Ie quotient 

qui, pour k = 1, 2, 3, 4, prend les valeurs 1,1026, 0,9549, 0,9003, 0,8717. 
On voit done que Ie role joue par la forme du bassin, Ie volume de l'eau restant 

Ie meme dans les deux cas, n'est pas negligeable. Si Ie lac parabolique est coupe par un 
mur vertical en x' = 0, les solutions sont les memes, mais l'on a une condition frontiere 
nouvelle: ((0) = °(ventre a l'origine), et par suite, seuls les polynomes PIt(x /) d'ordre 
pair peuvent convenir; les periodes des deux premiers modes sont dans Ie rapport 
0,577: 0,316, et Ie nooud de l'uninodale est en x' = 0,5774. 

c) Le cas du lac parabolique convexe 

h (x) = ho (1 + ::) 

est notablement plus complique et de peu d'interet pratique, un tel profil ne se rencon
trant pratiquement jamais parmi les lacs reels qu'on peut etre amene a etudier. Les solu
tions ~ ne s'expriment plus par des polynomes mais par des fonctions transcendantes 
qu'il faut tabuler; notons simplement que Ie rapport T2/Tl estmaintenant egal a. 0,474 
et que les noouds de l'oscillation binodale deplaces en direction du haut-fond central, 
se trouvent en x' = ± 0,472. 
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G. CHRYSTAL traite ensuite differents cas des lacs (de largeur toujours constante) 
dont Ie profil peut se decomposer en plusieurs arcs de parabole raccordes de maniere 
continue; il en resulte en general des equations d'une complication telle que l'on n'a plus 
guere d'interet it en chercher des solutions « exactes )} et qu'il est plus commode, Ie cas 
echeant, de les resoudre par des methodes approchees; aussi n'entrerons-nous pas dans 
la discussion de ces problemes qui, du reste, n'eclaire guere la question qui nous occupe 
ici (25). 

d) Plus interessant est Ie cas du lac quartique concave (de largeur constante) 

X2)2h (x) = ho ( 1 - a2 • 

L'equation differentielle du probleme s'ecrit (f1. = A a2lho, x' = x la) 

d 2 u p.u 
(1.14)dX'2 + (1-x'2)2 = 0. 

Posons, avec CHRYSTAL (26), f1. = 4m2 + 1; on a alors l'integrale 

i + x'" ( 1 +X')]u = V1-X'2 [ A cos ( m Log --,) + B sin m Log --, .
i-x l-x 

Les points x' = ± 1 sont maintenant des points de singularite essentielle de la 
solution, et par suite, la courbe h(x) = ho(1 - X '2 )2 ne peut etre utili see dans son entierete; 
limitons donc Ie lac par deux murs 'erticaux en x' = p et x' = q. Les conditions-fron
tiere en ces murs sont u(p) = u(q) = O. Po sons 

1+qLog 1 + p = 1', Log--=s;
1-p 1-q 

on a alors 
A cos mr + B sin mr = 0, 

A cos ms + B sin ms = 0, 

et par suite 

( 1 +p 1- q)
sin m(r-s) = 0, c. ad. In Log --. -- = k7t.

1+q 1-p 
On a donc 

et, comme 

p. = 
47t2 a2 

gho p' 

on en tire aisement 

ou 

(2S) Cf. CHRYSTAL, G., op. cit., pp;t 628-635. 
(26) CHRYSTAL, G., Some Further Results in the Mathematical Theory of Seiches, 

Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 25 (1904), pp. 638 sqq. 
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Si les murs sont disposes symetriquement par rapport a. l'origine (centre du lac, 
endroit de profondeur maximum), c'est-a.-dire si p = - q, on a 

r-s = 2 Log 1 +P ; 
1-p 

si en outre (r - s) est petit, c'est-a.-dire si p « 1 (murs « voisins II du centre), on a 

(r-s) a 
T" ~ ~ 

kVgho 

et puisque dans ce cas 

Log 1+Ji --- ,....., 
1-]) 

Log(1 + 2p) ,..",2p. 

on a finalement 

On remarque que ce resuItat est identique a. celui trouve pour Ie lac de profondeur con
stante (formule de MERIAN). On pouvait du reste s'y attendre, puisque, si p = - q « 1, 
Ie lac est reduit a. sa portion centrale, ou la profondeur ne varie que tres peu avec x'. 

Au contraire, si (r - s) devient grand, c'est-a.-dire si p = - q se rap proche de 1, 
on voit immediatement que T" tend vers 21ta lWo, expression independante de k : 
toutes les seiches, independamment du nombre de leurs noouds, tendent 
it prendre la meme periode. C'est Ie phenomene des « seiches anomales » de 
CHRYSTAL. On obtient Ie meme resuItat en faisant m = 0, c'est-a.-dire [1. = 1, sans faire 
encore d'hypotheses sur p et q. 

L'integrale de l'equation differentielle s'ecrit alors 

1 +XI]u=V1-X'2 [ A+B Log --- .
1- x, 

G. CHRYSTAL (27) montre que dans Ie cas p = - q, cette solution prend la forme 
simple u = VI - X'2. 

Le cas de lac quartique est instructif : il montre que pour (r - s) petit, c'est-a.-dire 
Ie lac etant limite a. sa portion centrale, les periodes des trois premiers modes T 1, T2, T3 

sont entre elles comme 

41t2 J-~ 
[ 1 + 2 

(1'-8)2 ' 

on voit ainsi que T 1 < 2T2, T1 < 3T3, etc., et que, moyennant un choix convenable de 
(r - s), on peut avoir par exemple T3 = T 1 /2, ce qui montre qu'une seiche de periode 
egale it la moitie de celIe du fondamental n'est pas necessairement binodale, comme Ie 
croyaient couramment les auteurs anciens (F. A. FOREL, P. Du Boys, etc.). 

Un tel mouvement est dit « anharmonique », par opposition au mouvement har
monique, ou l'on a Tl = kT". 

(27) Cf. CHRYSTAL, G., op. cit., pp. 645 sqq. 
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e) Le cas des lacs quartiques convexes, 

X2)2
hex) = ho (1 +

((2 

moins interessant que Ie precedent du point de vue pratique car ne se rencontrant sans 
doute jamais parmi les lacs reels, conduit de maniere analogue aux periodes 

21t(( 

'I'll = -;-r========Vgho [4 k 2 1t2 /Ct'_S)2 -1] 

de sorte que l'on a maintenant T1 > 2T2, T1 > 3T3, etc. (28). 

A partir de ces resultats et de ceux qu'il avait obtenus pour les lacs paraboliques 
(concaves et convexes), CHRYSTAL etablit une classification des lacs en concaves et en 
convexes, les premiers etant caracterises par la relation 

et les seconds par 

(0: 	 = con stante reelle) proprietes que l'observation semblerait confirmer (29). 

L'auteur entreprend egalement de comparer ses resultats avec ceux que l'on obtien
drait en appliquant la formule de Du Boys. 

Cette formule, etablie primitivement it partir de considerations physiques n'inte
ressant que Ie mode fondamental [considere comme resultant d'une onde progressive, 
de longueur double de celle du lac, se deplaQant avec une vitesse Vgh(x) et se reflechis
sant alternativement aux deux extremites (30)], constitue en fait une premiere approxi
mation de la valeur propre de l'equation de CHRYSTAL (1.10); elle est rigoureuse pour 
a(v) = constante (canal de section droite rectangulaire uniforme). 

En eiTet, l'equation de CHRYSTAL 

(1. 10) 

avec ses conditions-frontiere u(O) = u(a) = 0, peut etre consideree du point de vue mathe
matique comme resultant de la transformation de l'equation de STURM-LIOUVILLE: 

-d [ k (x) dd-Y ] +), g(x) y = 0
dx x 

(28) Cf. CHRYSTAL, G., op. cit., pp. 642 sqq. 
(29) Cf. BOUASSE, H., op. cit., p. 154. 
(30) Cf. Du Boys, P., op. cit., p. 644, note 8. 
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(ou, dans tout l'intervalle 0 ~ x ~ l, les fonctions k(x) et g(x) sont supposees continues 
et ne s'annulent pas; en outre, k'(x) et [g(x) . k(x)J" sont supposees continues dans ce 
meme intervalIe), effectuee a l'aide des relations (posees), dont l'idee remonte a G. GREEN 
et a G. G. StOKES : 

u = (g 1t)11' Y; 

K = 1- Sl(g / k )1/2 dx = const. (31). 
a 

o 

Ces relations transforment l'equation de STURM-LIOUVILLE ci-dessus en l'equation : 

It [ P2 7t ]d-
2 + --2 - q (w) u = 0,d W2 a2 

avec 
~" (w)

q (u') = -~-, 
\I (w) 

en posant (gk)1!4 = e(w); l'intervalle 0 ~ x ~ lest remplace par l'intervalle 0 ~ w ~ a, 
dans lequel q(w) est suppose continuo 

Les conditions-frontiere sont u(O) = u(a) = O. 

L'equation 
d 2 It ~2 7t2 - + _t'_ 1l (1(:) . q (w) It (tc)
dw2 a2 

admet pour solution generale : 

07tt!.' p7tW a \4'" p7t
u(w)=Acos'-- + Bsin--+ ~ sin-(w-.z)·q(z)u(z)dz. 

(l {( p7t~ a 
o 

Les conditions-frontiere donnent 

1 	 p 7t( a)2 I"aA ~O ot n = 	 -.-.-_. -- cos - (a - z). (q' II - qu') dz. 
sm(p7t!a) p7t w a 

o 

Par suite, la solution generale peut s'ecrire (a un facteur constant pres) 

p'ltW a 
u (w) = sin -- + - . ex (p, w)

a p'lt 
avec 	

Sill p'lt
cx(p,w)= sina (w-z). q(z)u(z)d:; 

o 

(31) Cf. GREEN, G., Papers, p. 225 et LAMB, H., op. cit., p. 274. Cf. egalement 
COURANT, R. und HILBERT, D., Meth. Math. Physik, I, p. 250 et INeE, E. L., Ordin. DiU. 
Equations, p. 270. 

I 
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ou 

o 7t W a rw 0 7t [ p 7t Z a Ju(w)=sin-'-+- sin·-(w-;:;).q(z). sin-+-.a(p,z) d:J 
a P"." a a p 7t 

o 

P7tW) a I~w p7tZ [ p7t:J a ] !
= sin --. 1 +-- cos --. sin -- + . a Cp,;;) q (;;) dz 

a p7t." a a p7t 
o 

p7tW a rw p7tZ [ p7tZ a ]- cos -- . - sin -. sin --+ .a (p, z) q (z) dz 
a p7t." a a p7t 

o 

PT. W \ P7t W[( a )2J / [( a )2J
= sin -a- ./1 + 0 p7t \ + cos -a-' 0 p7t • 

On demontre que dans ce cas les valeurs propres sont donnees par 

pj = U + 1) + 0 U-I) (j = 0, 1,2 ... ) (32). 

On a donc bien, en premiere approximation, 

c'est-a-dire, a cause des relations de la page 36 : 

Tj dx= ~ f! -, 

J."o Vgh(x) 

c'est-a-dire la formule de Du Boys generalisee. 
Naturellement, dans Ie cas OU g(x) et k(x) se reduisent a des constantes (section 

droite uniforme), on a q(w) = 0, et il reste simplement 

p7tV 
It (v) = sin --, 

a 

p etant maintenant un entier positif (a cause des conditions-frontiere u(o) = u(a) = 0); 
la formule de Du Boys est alors rigoureuse. 

On a vu sur des exemples que les periodes des seiches k-nodales sont en general 
loin d'etre k fois plus courtes que celles du fondamental; aussi ne faut-il pas s'etonner si 
les resultats que fournit la formule de Du Boys pour les modes superieurs soient mediocres. 
Pour Ie fondamental du lac quartique l'approximation parait acceptable: on a, en prenant 
Ie signe superieur ou inferieur suivant qu'il s'agit du lac concave ou du lac convexe : 

(Ie cas r = s etant evidemment exclu, de sorte que la formule de Du Boys ne fournit 
jamais la periode exacte). 

(32) Cf. INCE, E. L., op. cit., lac. cit. 
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f) Cas du canal dont Ie fond se compose de deux plans egalement inclines se cou
pant au milieu du canal (point de profondeur maximum = ho) (33). 

Etant donne la symetrie d'un tel canal, il suffit d'etudier les seiches dans l'une 
quelconque de ses moities; dans l' autre moitie, elles seront symetriques ou antisyme
triques suivant que Ie centre du lac est un point ventral ou un point nodal. 

Prenons l'une des extremites comme origine; Ie fond a alors pour equation, depuis 
ce point jusqu'au milieu (x = a) : 

x 
h (x) = ho --. 

a 
L'equation en ~ s'ecrit 

ou, en posant Aa /ho = f.l : 

(1.15)(;~ [x ~5J + I~ ~ ~ 0, 

et admet pour solution ~ = A J 0 (2 y;.T). 
Les equations aux periodes sont, pour les modes symetriques : J ~ (2\f;a) = 0, 

et pour les modes antisymetriques : Jo(2~ = 0. 

Les deux premieres racines de ces equations etant respectivement 2Vf.la = 3,8317, 
7,0156, et 2Vf.la = 2,4048, 5,5201, on aura, puisque 

47t2 a 
f'- = gho '1'2: 

T{=O,8317 X 27t(l!Vgl~:; '1'2=0,5220 X 27ta/Vuho; '1'3=0,3623 X 27ta/Vgho; 

'1'4 = 0,2851 X 2TC a/ V [J ho; 

ces periodes sont donc entre elles comme 1,000, 0,628, 0,436, 0,343. 

Si Ie lac etait coupe par un mur vertical en x = a, on ne retiendrait evidemment 
que les modes symetriques, les periodes ci-dessus T 2, T4, etc. devenant respectivement 
celles du fondamental, de la binodale, etc. 

G. CHRYSTAL envisage encore quelques cas speciaux de lacs it fond plan incline, 
tronques, dissymetriques, etc. Mais, tout comme pour les lacs paraboliques similaires, 
les solutions sont compliquees et n'eclairent guere les phenomenes. 

Examinons pour suivre quelques cas de lacs de largeur variable, la profon
deur etant tantot constante, tantot variable. 

Si l'on veut traiter Ie probleme en general, il faut introduire une seconde variable 
horizontale, y; l'on obtient pour l'equation de continuite 

d~ d d _ 
- = ~ - [h (x, y). va:] - - [h (x, y). vyJ
dt dX dy 

et pour les equations du mouvement 

dVa: d~ dVy ~ ~ -=-g-, -=-g-'
dt dX dt cy 

(33) CHRYSTAL, G., Hydrodynamical Theory of Seiches, pp. 636 sqq. 

I 
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Eliminant Vx et 	Vu et prenant ~,..., eiw', il vient (34) 


8 [ el ~J 8 8 ~J (,)2
- h (x, y) ---	 + - lh (x, y) - + -- S= O. (1.16)
2x 8x 8.11 ely 9 

g) Un premier cas, classique, est celui du lac circulaire de rayon a et de profon
deur constante ho (35); 

En passant it des coordonnees polaires (r, 0), it l'aide des relations x = r cos 0, 
y = r sin 0, on trouve l'equation bien connue 

(1.17) 

ou l'on a pose CJ.)2jgho = A. Les variables se separent aisement si l'on pose S= l(l') ~f~ s a 
(s representant Ie nombre de nmuds diametraux) et l'on trouve f (r) = AsJ s(rW La 
condition-frontiere habituelle (j~jdn = °en r = a (n = normale au mur vertical qui limite 
Ie bassin, dirigee vers l'exterieur) fournit l'equation aux periodes J ~ (a \fA) = O. Dans 
Ie cas s = 0, Ie mouvement est completement symetrique autour de l'origine, et les racines 
sont aV-:;= 3,8317, 7,0156, 10,173, etc ... , d'ou 

1'3 = 0,3088 X 2a/Vgho.1\=0,8199 X 2a/Vgho ; 

On trouvera une discussion complete des difTerents cas dans l'ouvrage de H. LAMB (36). 

Le cas du lac circulaire de profondeur variable h(r) = ho(1 - r2 ja2) est aussi traite 
en detail par cet auteur (37), auquel nous renvoyons pour complements d'information. 
II est interessant de remarquer que Ie cercle nodal (unique) du mode fondamental de 
ce lac est notablement deplace vers la cote (r = 0,707 a, contre r = 0,628 a dans Ie cas 
du lac circulaire de profondeur constante); quant it la periode du fondamental, elle est 
aussi plus longue dans Ie lac de profondeur variable que dans celui de profondeur con
stante. Ces resultats sont similaires it ceux que fournit la comparaison du canal para
bolique au canal de profondeur uniforme (cf. p. 32). 

Le traitement du probleme it deux dimensions etant beaucoup plus complique 
que celui du probleme it une dimension, il vaut la peine de voir dans quelle mesure les 
resultats (notamment les periodes d'oscillation) sont affectes lorsqu'on traite it une seule 
dimension un lac de largeur et de profondeur variables non assimilable it un « canal ». 
La question a ete soule vee par K. HIDAKA (38) it propos du lac circulaire de profondeur 
variable h(r) = h(1 - r2 ja2) dont il vient d'etre question. On trouve, pour Ie mode fon
damental : A1a2 = 2. Si on assimile ce lac it un «canal» de largeur b(x) = 2a(1 - x2ja2)'h 
et de profondeur h(x) = h~(1- X2 ja2), h~ etant la profondeur moyenne d'une section 

(34) Cf. LAMB, H., Hydrodynamics, 1945,. pp. 282, 2\)1. 
(35) ID., op. cit., p. 284. 
(36) ID., ibid. 
(37) ID., ibid., pp. 291-293. 
(38) HIDAKA, K., Oscillations of Water in Spindle-Shaped and Elliptic Basins. I, 

Mem. Imp. Mar. Obs. Japan, IV, 2 (1931), pp. 175 sqq. 
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diametrale, on trouve A~a2 = 3. Comme h~ = 2ho/3, il resulte que 1'on doit avoir T1 = T~ : 
la periode du mode fondamental n'est donc pas affectee par la simplification que 1'on a 
fait subir au probleme. 

Pour les modes superieurs toutefois, Ie desaccord entre les resultats obtenus pour 
les problemes it une et it deux dimensions va en s'accentuant it mesure que Ie nombre de 
namds augmente, ainsi qu'on peut s'y attendre en considerant la forme de la surface 
libre dans ces differents modes d'oscillations. K. HIDAKA (39) Ie remarque it propos de lacs 
elliptiques et de lacs en forme de fuseau, dont il sera question ci-apres. 

Dans une serie d'articles parus entre 1930 et 1940, cet auteur et ses eleves 
K. KOENUMA et I. TUBOI (40) ont examine un grand nombre de lacs de largeur variable 
et de profondeur tantot constante, tantot variable, en vue de decouvrir des cas admet
tant des solutions exactes. Nous donnons ici un bref aperQu des travaux de cette ecole 
japonaise. 

Un long article de K. HIDAKA est consacre aux lacs en forme de fuse au et aux lacs 
elliptiques (41). 

h) Une premiere categorie de lacs comprend ceux en fuseau, limites par deux para
boles homofocales d'axes opposes, d'equations y2 = a(a - 2x) et y2 = a(a + 2x); la 
profondeur est constante et egale it ho• 

Le probleme est traite d'abord it deux dimensions, it 1'aide de coordonnees para
boliques (p, q) definies par 

y=apq; 

les solutions s'obtiennent sous forme de fonctions hypergeometriques generalisees (42) 
mais sont beaucoup trop compliquees pour se preter commodement it des calculs nume
riques. Si on se limite it 1'etude des oscillations symetriques par rapport it 1'axe Oy, Ie 
probleme se simplifie quelque peu, et les solutions s'expriment en fonctions de BESSEL 

d'ordre ± 1/4; les lignes nodales consistent en diametres et en paraboles homofocales 
it celles qui limitent Ie bassin : on voit ainsi immediatement la simplification excessive 
qu'il y aurait it reduire Ie probleme it une seule dimension, du moins pour les modes qui 
admettent d'autres lignes nodales que 1'axe des x. 

Ceci est verifie par les calculs de HIDAKA, qui traite it titre d'essai Ie bassin comme 
un canal de largeur variable : ( X2)b (x) = a \ 1 - - . 

a\ 2 

L'auteur developpe les solutions ~It en series potentielles de x /a (puissances impaires 
seulement pour les modes impairs, et paires seulement pour les modes pairs); les fonc
tions propres obtenues pour les deux premiers modes different peu de 

7tX 
cos -

a 
et 

27tX 
cos-

a 
respectivement. 

(39) HIDAKA, K., Oscillations oj Water in Spindle-Shaped and Elliptic Basins. I, 
Mem. Imp. Mar. Obs. Japan, IV, 2 (1931), pp. 175 sqq. 

(40) Cf. bibliographie, pp. 306 sqq. 
(41) Cf. note 38. 
(42) Cf. RIEMANN-WEBER, Partielle DifJgl., II, pp. 258-260. 
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Si l'on compare les resultats obtenus pour Ie probleme ainsi simplifie avec ceux 
du probleme it deux dimensions, on constate que l'accord n'est satisfaisant que pour Ie 
fondamental.Dejit pour Ie second mode, Ie desaccord entre les periodes obtenues par 
les deux pro cedes devient considerable : en effet, la largeur maxima a du « canal » ne 
peut plus etre consideree comme faible devant sa longueur 2a. Ceci illustre combien 
l'etude <;les seiches d'un lac reste incomplete tant que l'on se borne aux seiches longitu
dinales, surtout si la largeur du lac n'est pas tres petite devant sa longueur. 

i) L'auteur considere ensuite Ie cas du lac elliptique de profondeur constante. Si 
Ie petit axe est tres petit devant Ie grand, Ie bassin peut etre considere comme un canal 
de largeur variable 

Introduisant cette valeur dans l'equation de CHRYSTAL, on obtient une equation 
du type de celle de MATHIEU; il suffit alors de developper les solutions en serie potentielle 
de x/a (serie impaire pour les modes impairs, paire pour les modes pairs) pour obtenir 
une relation entre trois coefficients, et, par suite, une equation aux valeurs propres sous 
forme de fraction continue; les racines de celle-ci coincident avec celles obtenues par 
S. 	 GOLDSTEIN (43) pour Ie meme probleme. 

La comparaison du lac en fuse au et du lac elliptique va permettre de determiner 
l'influence, sur les periodes d'oscillation, d'un retrecissement du canal vers les extremites. 
Pour cela, K. HIDAKA considere un lac-canal, de profondeur constante ho et de largeur 

X2')'"b (x) = 2bo(1 - a 2 ' 

m etant un nombre positif reel. 

Suivant que m = 0, 1/2 ou 1, on obtient un lac-canal rectangulaire, elliptique ou 
en fuseau. Posons 

Logm
m=2Y ou Y = 	 Log2 

et appelons, avec HID AKA, y « l'indice de retrecissement » du lac vers les extremites. 
Quand y = - 00 , Ie bassin est rectangulaire; quand y = -1 il est elliptique; quand y = 0 
il est en fuseau, et quand y = 1, 2, ... Ie retrecissement devient de plus en plus marque 
(cf. fig. 1). L'equation du bassin est donc 

L'equation de CHRYSTAL devient, en posant ')'; = x', Aa2 = p. : 
a 

(43) GOLDSTEIN, S., Special Case of Tidal Motions in Elliptic Basins, Monthly 
Notices Roy. Astr. Soc., Geoph. Supp. II, 1 (1928); ID., Free Oscill. of Water in a Canal 
of Elliptic Plan, Proc. London Math. Soc., 28 (1928), pp. 91-101. , 
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En procedant comme plus haut, c'est-a-dire en developpant les solutions en series 
potentielles (paires ou imp aires suivant la parite du mode considere) et en ecrivant les 
relations entre trois coefficients sous forme de fraction continue, l'auteur obtient des 
valeurs propres [J." pour un certain nombre de valeurs-types de y. Pour Ie fondamental 
([J.l) on a la table suivante 

y 2 1 ° -1 -2 -0:> " -4 -5 -00, 

rn 4 2 1 112 1/4 1/8 1/16 1/32 0, 

3,557 2,589 2,150 1,887 1,7:37 1,655 1,616 1,597 1,571 = 1t;2 . V/'-t 

.# = - 1 

T=~~ 
1886 'Igh 

r 

.#=-2 .#=-3 ..u = - 5 .#=-00 

T=~~ T=~~ T=~~ T=~~1737 Vj1h 1655 Vj1h 1591 'Igh 1571 'Igh 

I 

FIG. 1. 


Quelque$ contours de bassins derives du bassin elliptique. 

[D'apres K. HIDAKA, Mem. Imp. Mar. Obs. Japan, IV, 2 (1931), pp. 175 sqq.] 


Au lieu de fl, lire "( sur cette figure. 


Le retrecissement du lac vers les extremites a done pour effet de raccourcir la periode 
de maniere tres marquee: du lac rectangulaire (m = 0) au lac en fuseau (m = 1), ce 
raccourcissement de la periode fondamentale atteint 27 %. 

j) Si les lacs en fuseau et elliptiques se pretent relativement bien au calcul de modes 
d'oscillation les plus bas, il n'en est plus de Illeme pour les modes superieurs : la reso
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lution des equations aux valeurs propres ecrites sous forme de fractions continues devient 
fastidieuse pour les racines superieures. 

C'est pourquoi K. HID AKA envisage une nouvelle categorie de lacs, dont la largeur 
est donnee par 'it X 

b(x) = 2bo cosm -;
2(( 

la forme de ces lacs differe assez peu de celle des lacs de largeur 

X2)mb(x) = 2bo( 1 - - ;
((2 

pour m = 0, 1/2, 1, on retrouve notamment un lac (rigoureusement) rectangulaire, un 
lac a peu pres elliptique et un lac a peu pres en fuseau. 

'it X
L'equation de CHRYSTAL devient, en posant sin2 - = x, et), ((2 = [I. :

2a 

x, (1-x')~" + [~- (; + 1) x'J~' +$~=O. 
Si l'on ecrit 

el = 41
1t [m 'it - Vm2 'it2 + 16 p.] ; 

~= ~[m'it+Vm21t2+16[1.];
4 'it 

cette equation prend la forme hypergeomHrique 

x, (1-x')~" + [y - (el + ~ + 1) x']~' -IX~~ = 0, 

et ~ s'exprime sous forme de fonctions hypergeometriques. Les solutions devant etre 
finies en x = ± a, on obtient, apres quelques calculs, les valeurs prop res : 

P.21t-1 = (2k -1) (2k -1 + m). 'it2 14 pour les modes impairs, d'ordre 2k -1, 

[1.21< = 2 k (2 k + m) . 7t2 14 pour les modes pairs, d'ordre 2k. 

On verifie notamment que pour k petit, ces resultats different peu de ceux obtenus 
pour les lacs elliptiques et en fuseau traites precedemment. 

k) Passons maintenant aux lacs (en fuseau et elliptique) de profondeur 
variable, suivant la loi parabolique 

h(X)=ho(1- X2).
a2 

Pour Ie lac en fuseau, de largeur b(x) = 2bo{1 - x2Ia2), l'equation de CHRYSTAL 
devient, en posant x la = x' et "Aa 2 = !l- : 

Les modes impairs sont donnes par 

3 3 )Y = Ax' . F ( 1 - k - + k _. X'2 (k ~ 1, 2 ... ) 
'> '2 '2' 

I 
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avec [.I. = 4k2 + 2k - 2, et les modes pairs par 

.,.. = B . F (- h ~ + h ~. X'2)
" , 2 ' 2' 

avec [.I. = 4k2 + 6k. 
Pour Ie fondamental, Ie profil de l'eau reste plan, et pour Ie second mode, il est 

parabolique, avec ses nceuds en x' = ± 0,447. 

L'effet du retrecissement du lac vers les extremites l'emporte donc ici sur celui 
du relevement du fond vers ces memes extremites, puis que les nceuds sont deplaces vers 
Ie centre du lac. 

Dans Ie cas du lac elliptique, b (x) = 2bo obtient de meme l'equation (1- ::y, on 

(1 - X'2) ~" - 3 x' ~' + p. ~ = 0; 

les modes impairs sont donnes par 

~ = Ax'· F(1 - h, 1+ h,~; X'2). 

avec [.I. = 4k2 - 1, et les modes pairs par 

~ = B. F ( - h, 1 + h,~; x,t) 
avec [.I. = 4k2 + 4k. 

Le fondamental presente cette fois encore un profil plan et Ie e8cond mode un profil 
parabolique; quant aux nceuds, ils sont maintenant en x' = ± 0,500, c'est-a-dire que les 
deux effets mentionnes ci-dessus se compensent exactement. 

Ces resultats sont encore susceptibles de la meme generalisation que ceux obtenus 
pour les lacs de profondeur constante. Ecrivons pour la largeur 

X2)'"b(x) = 2bo ( 1- a~ ; 

l'equation de CHRYSTAL devient 

(1 - X'2) ~" - 2 (m + 1) x, ~' + p. ~ = 0, 

et les modes impairs sont donnes par 

1·')~=Ax'·F (1-k,m+-+k,~;X'2,2 2 

avec [.I. = 4k2 + 2(2m - l)k - 2m, tandis que l'on a pour les mod6s pairs 

~ = B . F ( - k, m + ~ + h, ~; Xl2) 
avec [.I. = 4k2 + 2(2m + l)k. 

Si l'on definit a nouveau un « indice de retrecissement ) comme plus haut, 
Logm 

v=-- on peut dresser la table suivante pour V~ : 
j Log2' 


2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5 -00,
"Y 
m 4 2 1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 0, 

VP.i 3,162 2,449 2,000 1,732 1,581 1,500 1,458 1,436 1,414 = \f2. 
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On voit que maintenant, du lac rectangulaire (m = 0) au lac en fuseau (m = 1), Ie 
raccourcissement de la periode fondamentale est encore plus sensible qu'a profondeur 
constante, puisqu'il est voisin de 30 %. 

Comparons encore les periodes d'oscillation des lacs de profondeur uniforme et de 
profondeur variable (fond parabolique), la profondeur uniforme ho etant calcuIee de 
maniere a ce que Ie volume d'eau soit Ie meme dans les deux cas: 

Ii _ f~ hex) b(x) dx 
o - f~b(x) dx ' 

on trouve ainsi : ho = 4ho /5 pour Ie lac en fuseau et ko = 3ho/4 pour Ie lac elliptique. 
Pour Ie fondamental, on a Tvar. /Tunif. = 0,962 pour Ie bassin en fuseau et 0,943 

pour Ie bassin elliptique; pour Ie second mode, ce rapport est respectivement egal a 1,073 
et 1,061; on voit que les ecarts de periodes entre lacs de profondeur uniforme et de pro
fondeur variable (parabolique) sont peu importants. . 

Dans les lacs aprofOlldeur variable, on s'est limite ici au profil parabolique, 
symetrique par rapport au centre (x = 0). Grace a cette symetrie (jointe a celIe 
de la largeur), la denivellation ~ pouvait s'exprimer chaque fois sous forme de 
series potentielles paires ou impaires (suivant les modes consideres) de x/a. 
Si la profondeur hex) cesse d'etre symetrique par rapport au centre il n'en sera 
plus ainsi. Ce sera notamment Ie cas si hex) varie lineairement avec x, par 

exemple si l'on a (X) )
h (x) = ho 1+ a ou h (x) = ho (1- ~ . 

De tels lacs a fond plan incline et a contour en fuseau ou elliptique sont envi
sages par HIDAKA; pour Ie lac en fuseau, les solutions trouvees dependent des 
fonctions de BESSEL, et pour Ie lac elliptique elles doivent etre tabulees speciale
ment. Nous n'entrerons pas ici dans Ie detail de ces problemes; nous nous con
tenterons de tirer quelques conclusions de cette etude de lacs en fuseau et ellip
tique, a profondeur constante ou variable. 

Le volume d'eau contenu dans les bassins de profondeur constante etant 
suppose egal acelui des bassins de profondeur variable, on remarque : 

1° que les periodes d'oscillation des bassins a fond plan incline sont tou
jours plus longues que celles des bassins de profondeur constante, et ceci aussi 
bien dans Ie lac rectangulaire que dans Ie lac elliptique et dans Ie lac en fuseau. 

2° que Ie rapport T2/1\ est toujours superieur a1/2 (sauf pour Ie lac rectan
gulaire, ou il est egal a 1/2), quel que soit Ie type de fond envisage . .Les bassins 
elliptiques et en fuseau peuvent donc se classer parmi les bassins « concaves » 

de CHRYSTAL (cf. p. 35). 

3° que Ie rapport des amplitudes de ~ au bout Ie moins profond a~ au bout Ie 
plus profond (lacs a fond plan incline) est maximum dans Ie lac en fuseau et 
minimum dans Ie lac rectangulaire. 

4° que dans les lacs a fond plan incline, Ie namd du fondamental est Ie plus 
proche du centre, dans Ie cas du lac en fuseau, et qu'il en est Ie plus eloigne 
dans Ie cas du lac rectangulaire. 

I 



46 F. SERVAIS. - ETUDE THEORIQUE 

On voit des lors qu'a profondeur constante, I'effet 
d 'u n e va ria t ion del a r g e u res t de de p I ace r len ce u d ve rs 
I'extremite la plus large; quant a l'amplitude de la deni
vellatLon CelIe sera toujours plus considerable 11. l'extre
mite la plus etroite. 

A largeur constante au contraire, l'effet des varia
tions de profondeur est de deplacer Ie nceud vers l'extre
mite la moins profonde; c'est a cette extremite egalement 
que l'amplitude de la denivellation ~ sera la plus consi
derable. 

Ceci est entierement conforme aux resultats obtenus precedemment ecf. p. 29). 

I) Des conclusions identiques se degagent de l'elude des lacs de forme dissyme· 
trique autour du centre, auxquels K. HIDAKA consacre egalement un long article (44). 
La symetrie autour de x = 0 est neanmoins conservee. Dans une premiere categorie 
(categorie « A » de HIDAKA) de ces lacs, la largeur est donnee par 

X)P ( X)bb (x) = 2 bo(1 - a 1 + a ' 
ou p et q sont des nombres reels et positifs; on peut sans nuire a la generalite, supposer 
p > q. La seconde categorie (la categorie « B » de HID AKA) comprend les lacs de largeur 

b(x) = 2bo (1 _ sin 1tX)P'/2 (1 + sin ~)q'/2. 
2a \ 2a 

Les figures 2 et 3 qui suivent representent un certain nombre de lacs de chacune 
de ces deux categories. 

Quant a la profondeur, elle est prise tantOt constante (h = ho), tantot variable : 

hex) = ho (1- ~:} h (x) = ho (1 ±~} 
Pour les lacs de la categorie «A » de profondeur constante, l'equation de CHRYSTAL 

s'ecrit (en posant comme d'habitude x/a = x', Aa2 = p) 

d [ dYJ- (1 - iC')P (1 + x, )1 ~ + P. (1- iC')P (1 + x,)q ~ = 0 (4")
dx' dx' 

K. HIDAKA calcule numeriquement Ie cas p = 1, q = 1/2 et est oblige de tabuler 
la solution, celle-ci n'etant pas reductible a un type connu. 

(44) HID AKA, K., The Oscillations of Water in Canals of Asymmetric Plan, Mem. 
Imper. Mar. Observ., V, 4 (1935), pp. 268-321. 

(45) II est a remarquer que cette equation n'est pas reductible a 
celle de JACOBI : 

Ix [(1- x)P(1+x)Q (1- x) x~J +p.(1-x)"(1+x)Q u=o 

qui, comme on Ie sait, admet pour solutions les polynomes de JACOBI d'ordre n : 
u = F (p + n, - n, q; x), et comme valeurs propres fL = n (p + n), les conditions-fron
tiere etant : u (± 1) = quantite finie. 
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Ia IIa IlIa 

p = 1/8 p= 114 p = 114 

q=O q=O q = J/8 


FIG. 2. - Lacs du type (' A » de K. HrDAKA. 

[D'apres l'article cite ci-contre, note 44.] 

Ib lib IIlb 

p'= 118 p'= 114 p'= 114 p'= 1/2 
q'=O q'=O q'= J/8 q'=O 

FIG. 3. - Lacs du type (' B » de K. HIDAKA. 

[Meme source.] 

4 
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Le profil du mode fondamental est represente par la figure 4 ci-dessous et la valeur 
propre correspondante est V~ = 2,030. Le cas ou pest quelconque et q = °est beau
coup plus aise it traiter car il conduit it une equation de BESSEL; en effet, l'equation de 
CHRYSTAL s'ecrit alors : 

(1 - x')~" - p~' + p. (1 - x'g = ° 
et admet par consequent pour solutions 

FIG. 4. - Lac du type Xa: P = 1, q = Y:J. 

(Profondeur uniforme.) 


Profil de la seiche uninodale. [D'apres K. HIDAKA, meme article.] 


La condition-frontiere ~/(1) = q- 1) = 0 fournit les valeurs propres du parametre fL, 

par l'equation 

car ~ '(1) = 0 est dej it satisfait, et l'on a 1'identite 

dzd 
[zn Ln (z)] = _zn J i - n (z), 

d'ou l'equation annoncee. 

Si p = 1 et q = 0, on a un lac triangulaire, cas. classique bien connu (46), pour lequel 
~ = Jo[Y;(1- x')], avec comme equation aux valeurs propres Jl(V~) = 0. On verifie 
facilement, it partir des racines YfLk = 3,8317, 7,0156, 10,173, etc. que T 1 : T2 : T3 
= 1 : 0,5461 : 0,3767, etc. Comme Jo est maximum pour x' = 1, on en conclut que 1'ampli
tude des cretes et des creux de la seiche decroit it mesure qu'on s'eloigne de 1'extremite 
effilee dulac. 

(46) Cf. BOUASSE, H., op. cit., p. 157. 

I 
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Pour p inferieur a 1, K. HIDAKA donne les quelques resuItats numeriques (q restant 
nul) 

p = 1/8 1/4 1/2, 

~ = 1,614 1,654 1,745, 

Vf"2 = 3,189 3,261 3,508. 

m) Si la profondeur vane com me 

h (x) = ho (1 - ~~), 

l'equation de CHRYSTAL prend a nouveau la forme hypergeometrique 

(1- X'2)~" + [(p - q) + (p + q + 2) x']~' + f"~ = 0, 

dont les solutions sont 

~ = A . F ( - k, k +p + q + 1, ~ +1; 1 2 XI) 

et les valeurs propres fJ.k = k(k + p + q + 1). Dans Ie mode fondamental, la surface 
libre de l'eau reste plane, comme Ie montre la figure 5 ci-dessous. 

I Centre 
I 
I 
I 
I 

FIG. 5. - Lac du type Xa : 'P = 1, q = %. 


Profondeur h(x) = ho (1 -~). 

Profil de la seiche uninodale. [D'apres K. HID~KA, meme article.] 


n) Si Ie fond est un plan incline releve vers l'extremite etroite, 

les solutions ~ doivent se develop per en series potentielles (puissances paires et impaires) 
et l'equation aux valeurs propres s'obtient sous forme de fraction continue egaIee it zero. 

I 
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A titre d'exemple, K. HIDAKA traite Ie cas p = 1, q = 1/2, et trouve pour Ie fonda
mental V;; = 1,865. Le profil de la seiche est donne par la figure 6 ci-dessous. 

Au cas OU Ie fond plan incline se releve vers l'extremite large du lac, 

h (x) = ho (1 +~} 
l'equation de CHRYSTAL se traite comme dans Ie cas precedent; pour p = 1, q = 1/2, 
K. HID AKA trouve V;; = 1,703 (c'est-a-dire une periode d'oscillation fondamentale 
plus longue); Ie profil de la seiche est donne par la figure 7. 
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PlanPlan 

~------2Q--~~~---------7 ~-------2a---r.~----------~ 

I 

I 

PrO /'O"de4'r; Cent,.e 
Centre

Profondeur 

FIG. 6. - Lac du type Xa: P = 1, q = %. FIG. 7. - Lac du type Xa: P = 1, q = %. 

Profondeur h(x) = ho(l-~} Profondeur h = hoC1 +~} 
Profils des seiches uninodales. [D'apres K. HIDAKA, meme article.] 

0) Parmi les lacs de la seconde categorie «< B»), K. HIDAKA ne traite que Ie cas 
de la profondeur constante. Posant 

1tX 
1-sin-=2x',

2a 

l'equation de CHRYSTAL devient : 

x' (1 - x') 'C" + [P' + 1 - (1 + p' + q~) x'] ~' + 4 P. ~ = O. 
. 2 2 n 2 

Les solutions sont 

~ = F ( - k, k + p' ~ q', J};- 1; a:'), 

et les valeurs propres 
- krt ( p' + q,)YsVp.", = -- 1 +-- .

2 2k 
Comme on a 

I 



DES OSCILLATIONS LIBRES (SEICHES) 51 

pour Ie canal rectangulaire, on voit que les periodes d'oscillation du canal de categorie 
« B » sont plus courtes que celles du canal rectangulaire de meme longueur et s'en rappro
chent it me sure que Ie nombre k de nceuds de la seiche croit. Ceci rejoint les conclusions 
d'une note de H. JEFFREYS sur les seiches d'ordre eleve dans les lacs etroits (47). 

p) Un grand nombre d'autres lacs aux formes les plus imp revues ont ete etudies 
par K. HID AKA et ses eleves; on trouvera un releve de ces travaux dans la bibliographie 
donnee it la fin de cet ouvrage. 

Les solutions auxquelles les auteurs aboutissent sont Ie plus souvent fort com
pliquees et, en tout cas, ne presentent en general qu'un interet pratique assez mince. 
Aussi n'entrerons-nous pas davantage dans Ie detail de ces questions et arreterons-nous 
lci cette revision rapide des principaux cas aisement solubles de l'equation de CHRYSTAL, 
pour aborder l'etude des methodes approchees de solution de cette equation. 

CHAPITRE II. 

LES METHODES APPROCHEES. 

On a vu au chapitre precedent que l'equation de CHRYSTAL n'admet de 
solutions exactes que pour un nombre restreint de cas, que ceux-ei comprennent 
seulement les lacs dont la forme presente une certaine symetrie, et que meme 
pour de teis lacs les solutions sont souvent compliquees. Aussi s'est-on depuis 
longtemps occupe de mettre au point des methodes de calcul approche, per
mettant de resoudre numeriquement l'equation de CHRYSTAL pour n'importe 
quel lac (pourvu seulement que Ie rapport de ses dimensions et sa configuration 
geographique et bathymetrique ne s'opposent pas a l'hypothese du parallelisme 
des tranches liquides). 

Ces methodes, que pour la facilite et conformement a l'habitude etablie nous 
designerons iei du nom des auteurs qui les ont proposees ou appliquees les pre
miers, ne sont Ie plus souvent que des adaptations, a l'equation differ'entielle 
dont il est question ici, de procedes d'integration tres generaux, connus depuis 
longtemps des mathematiciens. 

On passera ainsi en revue successivement : une methode variationnelle, 
deux methodes « d'existence », une methode utilisant l'analogie qui existe entre 
les oscillations d'un systeme mecanique et celles d'un circuit electrique, deux 
methodes fondees sur la transformation d'une equation differentielle lineaire 
du second ordre en une equation integ-rale, une methode plus ou moins hybride 
mais qui se ramene pour l'essentiel a l'une de ces deux dernie~es; enfin, un 
procede de correction applicable a la formule de MERIAN pour les golfes et baies. 

(47) JEFFREYS, H., On the More Rapid Longitudinal Seiches of a Narrow Lake, 
Monthly Not. Roy. Astr. Soc., Geoph. Supp., 1 (1928), pp. 495-500. 
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