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pour Ie canal rectangulaire, on voit que les periodes d'oscillation du canal de categorie 
« B » sont plus courtes que celles du canal rectangulaire de meme longueur et s'en rappro­
chent it me sure que Ie nombre k de nceuds de la seiche croit. Ceci rejoint les conclusions 
d'une note de H. JEFFREYS sur les seiches d'ordre eleve dans les lacs etroits (47). 

p) Un grand nombre d'autres lacs aux formes les plus imp revues ont ete etudies 
par K. HID AKA et ses eleves; on trouvera un releve de ces travaux dans la bibliographie 
donnee it la fin de cet ouvrage. 

Les solutions auxquelles les auteurs aboutissent sont Ie plus souvent fort com­
pliquees et, en tout cas, ne presentent en general qu'un interet pratique assez mince. 
Aussi n'entrerons-nous pas davantage dans Ie detail de ces questions et arreterons-nous 
lci cette revision rapide des principaux cas aisement solubles de l'equation de CHRYSTAL, 
pour aborder l'etude des methodes approchees de solution de cette equation. 

CHAPITRE II. 

LES METHODES APPROCHEES. 

On a vu au chapitre precedent que l'equation de CHRYSTAL n'admet de 
solutions exactes que pour un nombre restreint de cas, que ceux-ei comprennent 
seulement les lacs dont la forme presente une certaine symetrie, et que meme 
pour de teis lacs les solutions sont souvent compliquees. Aussi s'est-on depuis 
longtemps occupe de mettre au point des methodes de calcul approche, per­
mettant de resoudre numeriquement l'equation de CHRYSTAL pour n'importe 
quel lac (pourvu seulement que Ie rapport de ses dimensions et sa configuration 
geographique et bathymetrique ne s'opposent pas a l'hypothese du parallelisme 
des tranches liquides). 

Ces methodes, que pour la facilite et conformement a l'habitude etablie nous 
designerons iei du nom des auteurs qui les ont proposees ou appliquees les pre­
miers, ne sont Ie plus souvent que des adaptations, a l'equation differ'entielle 
dont il est question ici, de procedes d'integration tres generaux, connus depuis 
longtemps des mathematiciens. 

On passera ainsi en revue successivement : une methode variationnelle, 
deux methodes « d'existence », une methode utilisant l'analogie qui existe entre 
les oscillations d'un systeme mecanique et celles d'un circuit electrique, deux 
methodes fondees sur la transformation d'une equation differentielle lineaire 
du second ordre en une equation integ-rale, une methode plus ou moins hybride 
mais qui se ramene pour l'essentiel a l'une de ces deux dernie~es; enfin, un 
procede de correction applicable a la formule de MERIAN pour les golfes et baies. 

(47) JEFFREYS, H., On the More Rapid Longitudinal Seiches of a Narrow Lake, 
Monthly Not. Roy. Astr. Soc., Geoph. Supp., 1 (1928), pp. 495-500. 

I 
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§ 1. LA METHODE VARIATIONNELLE DE W. RITZ - K. HIDAKA. 

La methode bien connue de W. RITZ a ete appliquee par K. HWAKA (48) a la 
resolution de l'equation de CHRYSTAL. Rappelons brievement Ie procede de 
W. RITZ, et, pour plus de clarte, raisonnons directement sur cette derniere 
equation. 

On sait que l'intcgration de l'equation 

dZu AU
-+--=0 (1.10)
dcZ cr(v) , 

SOUS les conditions u(O) = u(a) = 0, revient a minimer l'intcgrale 

I =sa[u'z - ~uz] dv, 
_ cr(v) 

o 

c'est-a-dire a annuler sa variation: 

01-0,. "sa [ A ] dv=O.u,z-cr(V)ut (11.1 ) 

o 

En eifet, l'equation d'EuLlm de ce dernier problcme n'est autre que l'equa­
tion de CHRYSTAL (1.10). De lit l'idee de W. RITz: au lieu de resoudre l'equation 
(1.10) soumise aux conditions-frontiere u(O) = u(a) = 0, il cherche pour (11.1) 
des solutions sous forme d'une combinaison lineaire de m fonctions ~i (v), satis­
faisant chacune aux conditions susdites. A cet effet, il pose 

m 

U (v) = 1: Ai h (v), 
i=i 

ou les Ai sont des parametres a determiner. L'existence d'un tel systeme de 
fonctions ~i (v), pour lesquelles on doit avoir (0: ctant un nombre positif aussi 
petit qu'on veut, et Tn un entier positif) : 

111 m 

i u (v) -1: Ad1i(V) [ < €, !u' -1: At 4:(v)1 < e. 
i=i i=! 

dans tout Ie domaine du prohleme, est garantie par un theoreme de 
WEIERSTRASS (49), et W. RITZ lui-meme a indique la maniere de former ces 
[onctions. Pour toutes les autres questions concernant la legitimite du procede 

(48) HID AKA, K., Application of Ritz's Variation Method to the Determination of 
Seiches in a Lake, Mem. Imp. Mar. Obs., VI, 2 (1936), pp. 159-174. 

(49) Cf. PLANCHEREL, M., Sur la methode d'integration de Ritz, Bull. Sc. Math., 
58 (1923), pp. 376-412; voir la p. 377. 
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de RITz, la convergence des valeurs propres etc., on se reporiera a l'article de 
M. 	 PLANCHEREL, cite dans la note 49. 

Introduisant ceUe expression de u(v) dans (11.1), il vient 

(11.2) 

equation qui se reduit aux m equations suivantes 

21 21 
-=0···-=0 
2A2 2Am' 

c'est-a-dire a un systerne de m equations a m inconnues Ai (i = 1,2 ... m) dont la 
solution permct d'ecrire l'approximatilon cherchee paur u(v). Les equations 
2I/2Ai=0 etant lineaires en Ai' et sans second membre, eUes n'auront de solu­
tions Ai non identiquement nuUes que SI leur determinant, que nous ecrirons 
D/Cij-A EoJ, s'annule. (On a pose 

"aJ 4; 4; dv = etCij 

o 

i etant l'indice des rangees et j celui des colonnes.) 

Ce determinant peut etre lui-meme considere comme une equation d'ordre m 
en A, dont la solution fournira les valeurs propres et, par suite, les periodes 
d'oscillation cherchees. A chaque racine Ak (k = 1,2 ... m) correspond un systeme 
de coefficients AI, A2 •• Am' et par consequent une fonction uk(v). 

Si, au lieu de partir de l'equation (1.10), nous partons de l'equation (1.11) 
c'est-a-dire 

avec les conditions-frontiere ~'(O) = ~'(c) = 0, l'integrale a minimer sera 

J = f [s'~ - ),(1 (8) s21 d8; (11.1') 
o 

et l'on ecrira 
m 

S(8) = 1: Bi <Pi (8), 
i=1 

les Bi etant maintenant les parametres a determiner. 

Les equations resultant de l'annulation de la variation de J sont 

I 

(i=1,2 ... m) 

et la condition de comptabilite du systeme s'ecrira D/Fij-A Giil = 0, OU l'on 



54 F. SERVAlS. - ETUDE THEORIQUE 

a pose f1f' 1'j a' (s) ds = Gij et rc1'; 1'; d.,> = F ii' 
0' 

° ° 
Le raisonnement general est done en tous points identique a eelui qui vient 

d'etre fait pour l'equation (1.10). 

K. HIDAKA raisonne uniquement sur l'equation (1.10) et pose CO) 

ou, en eerivant v' pour v! (1, 

de maniere a satisfaire immediatement aux conditions-fronW~re ~lO) = ~i((l) = O. 
On verifie egalement que pour eette forme partieuliere des ~i> les quantites 
Cj; et Eij ne dependent que de la somme i+ j, de sorte que pour m=2 il n'y a 
que trois integrales Cij et trois integrales E j ; a ealculer; pour m = 3, ee nombre 
est de cinq, pour m = 4, de sept, et ainsi de suite. Les integrales Ci; s'obtiennent 
immediatement sans aueune diffieulte, puisque l'integrande s'y reduit a un 
polynome, tandis que les integrales Ei ;, dont l'integrande contient cr(v) en deno­
minateur, doivent etre ealculees par des proeedes numeriques. On a, en posant 
i + j = n et i x j = r : 

Cu = r[(r + n + 1) v'n - (2r + 3n + 4) v,nH + (r + 2n + 2) v,n+2] dv, 
·0 

I 

Les fonetions ~/v) ehoisies par K. HIDAKA presentent l'ineonvenient de ne 
pas avoir leurs derivees orthogonales entre elles, ee qui donnerait, pour des fone­
tions normees : 

ar 0/: o/J dv = 0 ou 1 suivant que i =f j ou i = j; 
"0 

eette simple precaution permettrait, apres division du determinant-equation aux 
valeurs propres par Am (quantite non nulle !), de faire prendre it eelui-ei la forme 
scculaire (la nouvelle ineonnue etant I/A), beaueoup plus maniable que cene 
dont tous les elements sont des binomes du type Ci;-A Eij' 

(50) HIDAKA, K., op. cit., p. 162. 
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Si l'on prend par exemple pour l'equation (11.2) 

1 ire v 
~h (v) = v- sin -, 

ire a 

it quoi correspond, pour sa variante : 

1 ire v 
!Pi (s) = V- cos --, 

ire a 

on est assure, non seulement d'avoir des derivees orthogonales entre eUes, mais 
encore, au cas OU la fonction (j(V) lou (j(s)] ne presente pas une allure par trop 
capricieuse, de representer en meme temps Ie fondamental, et peut-etre aussi Ie 
deuxieme mode, d'une maniere vraisemblablement plus correcte que par les 
polynomes proposes par K. HIDAKA. On sait en effet que les fonctions 

krev krev 
Ukc= sin­ et ~,,= cos­

a a 

sont des solutions e x act e s pour un lac-canal de profondeur et de largeur 
constantes, alors que les polynomes de HIDAKA ne sont solutions exactes pour 
aucune forme simple de lac-canal. 

Pour ce qui est du point de vue pratique, on sait que la methode de W. RITZ, 
it cause du point de vue meme ou son auteur s'est place (satisfaire d'abord aux 
conditions-fronW~re et en suite seulement it l'equation qu'on s'efforce de resou­
dre), ne donne habituellement de bons resultats numeriques que pour la valeur 
propre la plus basse, et qu'elle est inutilisable pour les valeurs propres d'ordre 
eleve. 

Signalons aussi la propriete tres importante que possedent les valeurs 
propres approchees AI, A2 fournies par cette methode de constituer· des 
approximations par excps : on a toujours (en designant par 1...1,1...2, etc., 
les valeurs propres exactes) Al > /'1, A2 > 1...2 ••• etc. 

La demonstration de cette propriete, qui repose sur Ie principe de maximum­
minimum de R. COURANT, est donnee dans la plupart des traites classiques; 
il est donc superflu de la reprendre ici (51). 

On sait encore que si l'on a obtenu des valeurs approchees AI ... Am pour 
les m premieres valeurs propres Al ... Am it partir d'nne combinaison lineaire 
de m fonctions d'essai ~i' en posant 

'" 
u = 1: AI 0/; 

i=i 

(51) Cf. par exemple COURANT, R. und HILBERT, D., Methoden der Math. Physik, 
I, pp. 27 sqq; COLLATZ, L., Eigenwertprobleme und ihre Numerische Behandlung, pp. 236 sqq. 
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et que si l'on adjoigne a ccs dernicres une fonction d'essai supplcmentaire 'hn+t 

de maniere a poser maintenant 

les nouvelles valeurs approchees A'l ... A''''+1 des m + 1 premieres valeurs propres 
Al .'. )'",+1 sont separces par les m valeurs propres approchees Al ... Am obtenues 
prece<iemment. On a done 

Les valeurs approehees A; et A'; etant toujours :> }; (valeurs propres exactes), 
on en conclut que les A'; seront en general de meillenres approximations que 
les Ao et qu'il suffirait en theorie de prendre m suffisamment eleve pour obtenir 
les valeurspropres du probleme avec telle approximation que l'on voudrait. 
Malheureusement, Ie determinant-equation aux periodes devient de moins en 
moins maniable a mesure que son ordre croit, ce qui limite considerablement 
l'interet pratique de cette derniere propriete des valeurs propres approchees. 

Enfin, nne limite in fer i e u r e pour une valeur proprc queleonque 
)'k peut etre obtenue a l'aide du « quotient de TEMPLE », des que l'on connait 
pour la valeur propre )"'+1' une limite inferieure A'k+lJ > }k lui- meme. 

Cette derniere propriete n'est citee que pour memoire et ne sera pas utilisee 
dans ee travail, pour des raisons pratiques (52). 

§ 2. LA METHODE «D'EXISTENCE » DE A. DEFANT. 

Au lieu de s'attaquer directement a l'equation de CHRYSTAL, A. DEFANT ("3) 
calcule, ~l l'aide des equations de continuite et du mouvement, les grandeurs u(v), 
f et ~; la valeur propre inconnue A est remplacee par une valeur d'essai }', qui 
sera eonsideree comme satisfaisantc des que u(v), pris nul en v = 0, prend une 
valeur suffisamment voisine de zero au point v = a. L'equation de CHRYSTAL 
etant du type des equations de STURM-LIOUVILLE, l' ex i s ten e e de la solution 

(52) Pour la theorie du ({ quotient de TEMPLE », cf. : 

TEMPLE, G., The Accuracy of Rayleigh's Method ... , Proc. Roy. Soc. London, 


Series A (Math. Phys. Sc .•) , 211 (1952), pp. 204-224; 
COLLATZ, L., Numer. Behandl. von DitJgl., pp. 172 sqq. 

Pour les proprietes des valeurs A'i et Ai, voir notamment 


PAULING, L. and WILSON, E. B., Introduction to Quantum Mechanics, pp. 186 sqq; 

KEMBLE, E., Fundamental Principles of Quantum Mechanics, pp. 410 sqq. 


(53) DEFANT, A., Neue Methode zur Ermittlung der Eigenschwingungen ({ Seiches ») 
von Abgeschlossenen Wassermassen, Ann. Hydrographie, 46 (1918), pp. 78-85. Cet expose 
est repris plusieurs fois dans les articles de P. CALOI et ses eleves, parus dans les Annali di 
Geofisica: cf. p. ex. 1 (1948), pp. 190-195; 2 (1949), pp. 267-280; 4 (1951), pp. 411-418, etc. 
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(d'ou Ie nom donne ici a la methode), est garantie par les theoremes generaux 
relatifs a ce type d'equation (54); etant donne par ailleurs la signification physique 
de l'equation (1.10), cette existence ne saurait faire de doute. Quant a la methode 
elle-meme, elle consiste it construire les solutions point par point, de maniere 
it satisfaire partout aux equations de continuitc et de mouvement, et par suite, 
a. l'equation de CnHYSTAL, qui rcsulte de l'elimination de ~ entre celles-ci. Quant 
a la difficulte principale, celIe de satisfaire simultanement aux deux conditions­
fronticre, elle est resolue par tiltonnements : on recommence les calculs jusqu'a 
ce que la solution essayee donne satisfaction sur ce dernier point. 

Considerons l'equation de continuitc 

(1.8) 

et l'equation du mouvement 

(1.9) 

(1.9') 

ou, puisque ~ '" e1wt , 

Divisons Ie lac en n tron~ons au moyen de n sections transversales Sj aux 
points x = Xj (j = 1, 2, .. ~ n); soient Ilxj les portions d'axe Ox et Ilv j les portions de 
surface libre comprises entre les sections Sj et Sj_i ; uj est Ie volume d'eau qui, en 
un quart de periode d'oscillation (a savoir l'intervalle de temps qui s'ecoule entre 
Ie passage de la surface libre par sa position d'equilibre et Ie moment ou elle 
atteint sa denivellation maximum) peut etre considere comme passant a. travers 
la section Sj (supposee fixe). Les equations (1.8) et (1.9) deviennent alors respec­
tivement 

et 

Puisque pour les ondes de grande longueur que sont les seiches etudiees, 
~ varic tres lentement avec x, on peut supposer constante la valeur de la deni­
vellation "entre les deux sections SI_i et Sj; so it ~.I-i cette valeur. 

De ceUe maniere, la surface de l'eau en oscillation est representee par des 
gradins en nombre n. 

Cette approximation sera naturellement d'autant plus exacte que les sections 
tieront plus rapprochees, c'est-a.-dire que n sera plus grand. 

On peut encore raffiner Ie' procede en operant comme suit: on prend 
d'abord ~1 constant de la premiere a la deuxieme section et a l'aide de cette valeur 
on calcule successivement ~l' 1l~2 et ~2; 011 recommence ensuite Ie calcul en rem­
pla~ant ~1 par i- (~l + ~2); Ie 1l~2 ainsi obtenu sera plus precis que Ie precedent; 

(54) Cf. INcE, E. L., Ordin. DitJer. Equations, chap. X, pp. 223 sqq. 
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il suffit de recommencer jusqu'a ce que Ie d~2 ne change pratiquement plus. 
Neanmoins, il faut remarquer qu'a cause des erreurs de mesure inevitables 
sur dV j et I1xj' l'amelioration obtenue par ce procede d'iteration pourra etre 
illusoire et ne pas justifier Ie supplement de travail qui en resulte pour les 
calculs numeriques. L'integration numerique s'effectue en commew;ant par une 
valeur arbitraire ~o aUribuee a la denivellation depuis Ie point x = 0 (rivage du 
lac) jusqu'au point x = Xl, c'est-a-dire dans Ie premier compartiment (compris 
entre la cOte So et la premiere section droite Sl)' On calcule ensuite, de compar­
timent en compartiment, les grandeurs ui ' ~i' ~i selon Ie schema: 

UJ+I = U j - ~j ~Vj+1 ; 

U j L
j 

~ U; = -1:
j 

~i-I ~Vi; 
;=1 ;=1 (11.3) 

Ej =uj /8j ; ~~j=AEj~xj; 

~j = ~j-I + ~~j . 

Ce schema peut se simplifier comme suit, en observant que 

d~ d~ AU 
----- --' 
b(x) dx - dv 0' (vf= 

UJ+I = U j - ~j ~VJ+I ; 

u j = 1:
j 

~Ui = -1:
j 

~i-I /lv;; 
i=i i=! 

I 

Mais sous cette forme, les calculs ne fournissent plus la fonction auxiliaire ~, 
dont on verra plus loin l'interet pour la verification de l'orthogonalite des fonc­
tions propres u(v) obtenues (cf. pp. 98 sqq.). 

Les enchainements des calculs peuvent se representer, respectivement pour 
la methode de DEFANT et sa variante simplifiee, par les « circuits )) suivants : 

(~V) (~v) 
u­ ~ u­ ~ 

(8) 

t 
~ -~~ 

(A, ,lv,0')\ /"­
~~ 

0" ~x) 

La condition-frontiere u(a) = 0 sera remplie si l'on a 
n 

Un 1: ~i-l /l Vi = O. 
i=l 
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HabitueUement, pour une valeur d'essai A~ A', ceUe condition n'est pas remplie 
exactement et l'on trouve Un of O. Dans ce cas, on recommence avec une nouvelle 
valeur d'essai I,"; des interpolations, effectuees sur les valeurs d'essai, conduisent 
ensuite rapidement a un resultat satisfaisant. 

Le meme procede peut s'appliquer it l'equation (1.11), c'est-a.-dire 

d2~ 
-d +), C" (s) ~ = 0 

S2 

[conditions-frontiere : ~'(O) = ~'(c) = 0], prealablement decomposee en },u = d~/ds 
(equation du mouvement) et u = - S" a(s)~ds (equation de continuite). 

o 

Rappelons que la variable s est definie par la relation 

,~V dv

s=J C"(v) 
o 

et que c est la valeur prise par s au point v = a 

'"a dv 
c= JC"(V)' 

o 

Les conditions-frontiere peuvent done s'ecrire : u(O) = u(c) = O. 
Aux cinq relations (11.3) ci-dessus correspondent des lors respectivement les cinq 

relations suivantes : 

U jH = U j - ~j C"jH ;lSHi; 

uj-l: 
j 

6.Uj = - 2:
j 

~H at /lSi; 
I=i j=i (11.3') 

~j = uj/Sj ; 6.~ = Au} ~Sj; 

~j = ~H + 6.~j , 

dont la troisieme ne sera pas utilisee dans les calculs. 

Ainsi qu'on l'a signale plus haut (cf. p. 26), il faut s'attendre a. un leger desaccord 
entre les resultats obtenus par la methode de DEFANT appliquee it l'equation (1.10) 
(schema 11.3) et ceux fournis par l'equation (1.11) (schema 11.3'). Cela tient essentiel­
lement a ce que b(x).:lx n'est egal a .:lv que si l'on prend un b(x) moyen, defini par 
.:lv / .:lx, qu'on ecrira desormais ~(x); or, pour la construction de la courbe normale, b(x) 
est habituellement mesure au meme point que S(x) - ainsi qu'il est naturel it premiere 
vue de Ie faire; - du point de vue theorique, l'anomalie n'est pas plus grave que celIe qui 
consiste it remplacer des differentielles par des differences finies. Pour faire disparaitre 
Ie desaccord en question, il suffit evidemment de remplacer a(x) [defini par la relation 
a(v) = S(v) b(x)J par 't"(v) = S(v) ~(v), c'est-a-dire de faire usage de la courbe nor­
male « corrigee ). Nous avons vu plus haut ce qu'il faut penser de cette courbe cor­
rigee (cf. pp. 25-26). 

La methode est encore applicable a Ia recherche des seiches dans un golfe 
ou une baie a large embouchure, a condition de remarquer que la condition­
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frontiere a l'embouchure est ~ = 0; c'est la masse d'eau U o qui traverse l'embou­
chure (So) pendant un quart de periode qui sera choisiearbitrairement. Le schema 
du calcul numerique est analogue len tous points a celui donne ci-dessus. 
J. GOLDBERG CS), qui, semble-t-il, a Ie premier utilise cette variante de la methode 
de DEFANT pour Ie calcul des oscillations libres dans les golfes et les baies, y 
apporte une legere modification: au lieu de sommer ui par rf'ctangles (comme 
Ie fait DEFANT) il prefere operer par trapezes, ce qui Ie conduit a ecrire : 

UJ+j = U j - :2
1 

(~j + ~J+!) ~ VJ+!' 

d'ou, pour la condition-frontiere en v = a: 

CeUe integration par trapezes pourra etre preferable si Ie nombre de sections 
droites est assez reduit. 

Remarquons encore pour t,erminer que ces methodes d'existence, quel que 
soit du reste Ie procede d'integration utilise, sont extremement commodes pour 
les calculs a la machine. Le caractere quelque peu rudimentaire des procedes 
d'integration mis en reuvre dans ces diverses methodes se justifie si l'on remarque 
que les 6.x i (mesures Ie long du Talweg, c'est-a-dire Ie long d'une ligne assez mal 
definie), les 6.v i (mesures sur une carte, au planimetre ou par des procedes moins 
precis) et surtout les Si' sont des donnees entachees d'erreurs de mesure qui 
peuvent atteindre plusienrs pour cent (que l'on songe a la part d'arbitraire ine­
vitable que comportent'les rognages eventuels ! cf. p. 91); cela n'aurait donc pas 
beaucoup de sens de recourir a des procedes d'integration raffines lorsque l'on 
ne possede que des donnees d'une precision mediocre. 

§ 3. LES METHODES DE W. E. MILNE. 

a) Au lieu de proceder comme pour la methode d'existence de A. DEFANT, qui 
utilise en chaine l'equation de continuite (I.8) et l'equation du mouvement (I.9), on peut 
aussi s'attaquer directement it l'equation de CHRYSTAL (I.I0), it l'aide de formules don­
nant d2u /dv 2 en fonction de valeurs prises par la fonction u en divers points voisins, et 
de /:1v (pris constant) comme par exemple (56) : 

IVun/I = 1 ('Un+! -2un + U n- i ) - -1,\uv2 U n + ...~ 
uv2 12 

(55) GOLDBERG, J., Zur Berechnung der freien Schwingungen von Meeresbuchten, 
Ann. der Hydrogr., 65 (1937), pp. 419-422. 

(56) Cf. MILNE, W. E., Numerical Calculus, Princeton (N. J.), 1949, pp. 138 sqq. 
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Dans cette formule, on peut, en premiere approximation, negliger Ie terme en u~v, 
ce qui conduit it la relation 

dont on elimine la derivee seconde it l'aide de l'equation de CHRYSTAL elle-meme; on 
obtient ainsi : 

(11.4) 

On peut aussi iterer la formule, ce qui donne 


1 1 

uIV=_(u" -2U" +U" ) __ ~V2UVI+ ••• 

n ~V2 n+1 n n-1 12 n 

U VI = _ 
1 

(uIV _ 2u IV + u IV ) __ 
1 

~V2 UVIII +... etc. 
n ~V2 n+1 n n-i 12 n 

Introduisons cette valeur de u~v dans l'equation ci-dessus : il vient 

" 1 1 /I "" 1 A 4 VI
Un = -:.- (Un+1 - 2un + Un-i) - -- (Un+i - 2un + Un-i) + - u.V Un + ... 

u.v2 12 144 

Eliminons les u" it l'aide de l'equation de CHRYSTAL et negligeons Ie terme u:I : 

il reste 

(11.5) 

Introduisons ensuite u~I dans l'expression donnant u~v il vient comme prece­
demment 

uIV=..!...-(u" _2UI'+U"_)_-~ (u IV _2u IV +U IV )+ ~~V4UVIII+ ... 
n ~V2 n+1 n n 1 12 n+i n n-i 144 n 

relation dont on peut it nouveau eli miner les u IV; on obtient ainsi : 

Introduisons cette derniere egalite dans la relation donnant u~' : il vient 


I' 1 ( 2 + ) 1 (" ')" +- ") + 1 ~ (" ')" + II)
un = -:.- un+1 - Un u n- i - - Un_u - - Un Un- l - u n+" - - Un-'-' Un - •.• 
u.v2 12 " 144 ­ T' 

')(" 2" + ) + + (" 2 II ") I'I- - Un+1 - Un u n- 1 ... Un - Un-i + Un- 2 - .. , \' 

I 
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Eliminons encore les derivees secondes it l'aide de l'equation de CHRYSTAL elle­
meme : il reste 

relation entre cinq valeurs (d'abscisses equidistantes entre elles) de la fonction u(v), com­
parable it ce point de vue it la relation que l'on obtient en eliminant uIV au moyen de la 
relation bien connue (57) 

En effet, cette relation permet d'ecrire 

L'inconvenient pratique des formules « it cinq points ) (et davantage) est qu'elles 
necessitent des precautions speciales pour les valeurs de depart; ces valeurs doivent etre 
calculees avec grande precision, sans quoi les solutions auxquelles elles conduisent peu­
vent s'ecarter rapidement des solutions correctes, de sorte que Ie supplement de preci­
sion auquel on pouvait s'attendre n'est pas atteint, malgre les calculs beaucoup plus 
longs necessites par ces formules. 

C'est pourquoi on s'en tiendra ici aux deux formules 

(I I.4) 

(II.5) 

Pour Ie calcul numerique it l'aide de ces formules, on se donne arbitrairement une 
valeur initiale u l ; en vertu de la premiere condition-frontiere, U o = O. On dispose ainsi 
de deux valeurs de depart pour lesquelles aucune correction n'est necessaire et it l'aide 
desquelles on peut trouver successivement u2, u3, etc. 

Pour la valeur propre A, on choisit une valeur d'essai; celle-ci sera consideree comme 
satisfaisante lorsque la seconde condition-frontiere u(a) = 0 sera remplie avec une appro­
ximation suffisante; tant que cette condition n'est pas remplie, on ajuste A et on recom­
mence les essais. 

Un inconvenient relatif de la presente maniere de proceder provient de la necessite 
de prendre ~v constant. 

En effet, s'il est facile, sur la carte d'un lac, de pratiquer des sections S(x) equi­
distantes sur Ie Talweg, c'est-it-dire de prendre ~x constant, il est plus complique de prendre 

(57) Cf. COLLATZ, L., Eigenwertprobleme ... , p. 272. 
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flv constant, a cause des irregularites du contour, d'autant plus que Ie Talweg n'est en 
general pas rectiligne : les portions de surface libre seront donc en general des polygones 
ayant pour cotes deux segments de droite (les traces des sections droites) orthogonaux 
au Talweg et deux arcs de courbe (les rives du lac). On voit la difficulte pratique qu'il 
y aurait a ajuster ces sections droites (non paralleles en general !) de maniere a conserver 
un flv constant. 

On peut evidemment tourner la difficulte en construisant une table de mesures 
pour v et cr(v), puis en interpolant des valeurs de cr(v) d'abscisses equidistantes, a l'aide 
de formules d'interpolation plus ou moins raffinees. C'est ce qui sera fait a titre experi­
mental pour Ie lac de Geneve (cf. pp. 103-108); on se contentera d'une interpolation 
lineaire : Ie but de ces calculs n'est pas tant de retrouver avec precision les resultats obtenus 
par la methode de DEFANT, que de montrer comment les deux formules utilisees condui­
sent en fait a des fonctions propres u(v) et a des valeurs propres A tellement voisines qu'il 
devient difficile de dire laquelle des deux est la « meilleure I). Ceci parait justifier l'emploi 
de la premiere formule d'approximation (11.4) (ou l'on neglige Ie terme en uIV), constam­
ment utilisee dans la seconde partie de ce travail (consacree au calcul des seiches trans­
versales). 

Si au lieu d'employer l'equation de CHRYSTAL sous sa forme habituelle, on l'ecrit 
sous sa forme transformee 

(Lit) 

avec les conditions-frontiere ~'(O) = ~'(c) = 0, et les notations: 

~ = denivellation verticale (( hauteur» 
de la seiche), 

Sx dx r" dv 
s = S(m) =~ cr(v)' 

o 0 

ou encore, si l'on veut, en differences finies, un accord rigoureux avec les resultats nume­
riques obtenus pour l'equation ecrite sous sa forme habituelle : 

s = rv dv, avec '; (v) = S (x) ~ (x), 
~ 't" (v) 
o 

Ax ~a dv 
~ (x) =­ (largeur moyenne du compartiment considere), et c = J '; (v)'AI.) 

o 

la difficulte reste la meme, puisque dans ce cas il faut prendre tls constant, ce qui oblige 
a prendre flx tel que son quotient par S(x), section droite cloturant Ie compartiment, 
soit constant. 

b) Un procede plus raffine consiste en l'emploi alternatif de deux formules pour 
la resolution de l'equation du second degre (1.10) (58). 

La premiere de ces formules, dite « formule de prediction ), sert a trouver une pre­
miere approximation de la fonction cherchee, au point considere, et ce a l'aide des valeurs 

(58) Cf. MILNE, W. E., op. cit., pp. 88 sqq. 

5 
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de la fonction en des points voisins; la seconde formule, dite « formule de correction », 
intervient ensuite pour ameliorer cette approximation. Le procede est repete jusqu'au 
moment oil l'ordre de grandeur des corrections ainsi apportees atteint celui des erreurs 
d'arrondissement que eomporte la marche des ealculs. 

On peut construire des couples de formules plus ou moins raffinees; toutes com­
portent des termes oil interviennent des derivees d'ordre superieur, que l'on neglige habi­
tuellement, commettant ainsi ce qu'on appelle une « erreur de troncature ». L'etude de 
cette erreur est particulierement interessante si l'on veut se rendre compte de la valeur 
des formules utilisees. 

Examinons ici, a titre d'exemple, Ie couple de formules preconise par W. E. MILNE, 

op. cit., lac. cit. 

Formule de prediction : 

Ll (" 1 0 ") 16 Ll "'"" VI ( )Yn+1 - 2Yn-l + Yn-3 = 4· X2 Y"_I +;:; 2 Y"-I + 940 ;.v. Y s, 
<-' ­

et formule de correction : 

• 9 + _ Ll' 2 ( ., + 1 (32. ") 1 Lla;6 n (t)Yn+l - -Yn Yn-l - X Yn 12 y" - 240 Y . 

Les erreurs de troncature respectives de ces deux formules sont done 

et 
1 

E2 ~ - - Llx6 yVI (t) (avec X n- < t < x n+1).
240 

I 

La correction Co apportee par l'applieation de la seconde formule a donc pour 
expreSSIOn E2 - Ell c'est-a-dire : 

1 Hi. 17 
C = - - 1x6 yVI (t) - - Llx6 yH (s) = - - !:J.a;6 yVI (r) 

o 240 240 240' 

avec x1I - 3 < r < xn+l (yVI etant supposee continue). 

On a 

et par suite, si l'on suppose l'existence d'une derivee septieme bornee lyVIlI < M 

Co 
avec u compris entre r et t;E -­

2 17 

d'oil 

puisque Ir - tl < 4AX. 

Co Llx'
Par consequent, E" = - , avec une erreur de l'ordre de 

- 17 60 
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Cette formule permet de suivre l'erreur de troncature a chaque pas; elle ne devient 
notablement inexacte que si la derivee septieme devient grande, c'est-a-dire si Co lui­
meme, qui est egal a - 17.l.x6 yVI (1') /240, change rapidement. On est donc averti par 
Ie fait meme. 

RECHERCHE DE LA LOI DE PROPAGATION DES ERREURS DE TRONCATURE 

PAS A PAS. 

Designons par en l'erreur qui entache Yn du fait de l'emploi des formules approchees 
de prediction et de correction. 

Comme la valeur retenue finalement pour Yn s'obtient par Ia formule de correction, 
c'est sur cette derniere que portera Ie raisonnement. 

Appelons Y Ia valeur calcuIee et Z la valeur exacte de la fonction cherchee, solution 
d'une equation differentielle lineaire Y" = I(x, y). On a donc 

1') + ~ z ( "+ ~2"Yn+i - ~Yn Yn-i = I.l.X Yn 12 Q Yn). 

ou 1'0n a pose 

- ~ ~xG yVi (t) = En 
240 

ou, a cause de l'equation differentielle : 

Yn+i - 2Yn + Yn-i = .lx2 [(XI" Yn) + ~ ()((xn,Yn)]. 

1 
zn+t - 2zn + Zn-i = ~X2 [(x",zn) + 12 Ql (xm zn)] + En-

Appelons en l'erreur Yn - Zn. II vient ainsi, par soustraction : 

Le theoreme de la moyenne donne 

(x", y,,) - (x,,, zn) = (y" - zn) . (~()
CY "'".11 

(avec 	Y compris entre Y.. et Zn). 

Posons (~[) ~ 9n. On obtient ainsi 
8y "'".11 

ou 
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En general gn et En varient avec n; si leur variation est lente, on peut se faire une 
idee du comportement de l'erreur en en traitant gn et En comme des constantes, que l'on 
ecrira g et E. 

Po sons encore 

-,:-2_+_5g---;-·_Ll_U:-;-:;2/--=6 _ 2 P 
1 - g Llx" / 12 - , 

on peut alors ecrire 

dont l'equation caracteristique s'ecrit 

a) Les racines r1 et r 2 de cette equation seront reelles si p2> 1, c'est-a-dire si 

et l'on a alors 

Si g > 0 (cas a-I), l'inegalite a touj ours lieu. 
Les racines etant inverses l'une de l'autre, il y a une racine superieure en module 

a l'unite, de sorte que Ie module de l'erreur croit exponentiellement avec n. 
Si g < 0 (cas a-2), il faut 

Ie comportement de l'erreur est identique a celui du cas (a-I). 

~) Si p2 = 1, il y a une racine double et l'on a 

e - Ar·n + Bn}'''- --
E 

.•" - i i ,\ 2 gux 

Com me Irll = 1, Ie module de l'erreur croit lineairement avec n. 

y) Enfin, si p2 < 1, les racines de l'equation caracteristique sont complexes, et 
l'on a 

. E 
en = A sm (n arc cos P) + B cos (n arc cos P) + -,,­

g ... x 2 

c'est-a-dire que l'erreur est oscillante, de signe variable. 

Les constantes A et B se calculent a l'aide des valeurs eo et e1 (59). 

(59) Pour une discussion plus detaillee, cf. SERVAIS, F., Sur l'estimation des erreurs 
dans l'integration numerique des equations ditJerentielles linea ires du second ordre, Ann. 
Soc. Scient. Brux., 70 (1956), pp. 5 sqq. 
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On peut facilement voir que les conclusions du cas y s'appliquent a. l'equationde 
G. CHRYSTAL, resolue directement comme equation differentielle du second ordre au 
moyen des formules de differences finies de la page 62. En effet, l'equation peut s'ecrire 

" j, U
U =--­

a (v) 

(avec la variable independante v) ou encore 

u"=-~ 
p(x) 

[avec la variable independante x; on a pose p(x) = S(x)/~(x)J. 
Comme a(v) et p(x), ainsi que 'A, sont des quantites essentiellement positives, l'expres­

sion appelee g ci-dessus, c'est-a.-dire ici - 'A/a(v) ou - 'A/p(x), reste constammeht nega­
tive, et par suite, l'erreur peut etre toujours rendue oscillante. 

Si l'on prend 

1
Ie terme neglige dans Ie membre de droite etant - ~x<l y~V, on peut ecrire, dans Ie cas 
de l'equation de CHRYSTAL (variable independante x) 12 

'ALlx2 

un+1 - 2un + un- i = - -- un-
Pn 

On en tire a. nouveau 

ou I'on a pose 
),~X2

1--- = 'Inn. 
2Pn 

Comme 'A et Pn sont positifs, on a bien mn < 1. Si l'on traite En et mn comme pra­
tiquement constants, on a 

. pE 
en = A sm (n arc cos m) + B cos (n arc cos m) - ),Llx2 ' 

c'est-a.-dire que l'erreur osciIIe avec n et est de signe variable (Ie dernier terme est petit, 
de l'ordre de ~X2 ZIV). Le cas de l'equation a. variable independante v conduit au meme 
resuItat. 

Montrons maintenant que ces conclusions s'etendent egalement 
aux resultats que l'on obtient par la methode de DEFANT. 

Rappelons Ie schema de la methode : 

y Llu 
(equation de conservation),-'=-Llv 

Ll~ }u 
(equation du momement),

Llx S 

ou, afin d'avoir dans les deux equations la meme variable independante 

Ll~ ), u ).u 
(pOSe).

Llv S~ 't" (D) 
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On en tire, en ecrivant les indices : 

Des lors : 

ou, en supposant constants les intervalles ~v : 

A cause de l'equation de G. CHRYSTAL (qui resulte de l'elimination de ~ entre les 
equations du mouvement et de la conservation) on a enfin 

L'emploi de la methode de DEFANT revient donc, au point de vue de la propaga­
tion de l'erreur de troncature, it l'utilisation de la formule simplifiee ~X2U~' = U"+l -2un 

+ Un-I; son succes est dli au comportement exceptionnellement favorable de l'erreur, 
qui se prop age de maniere oscillante (et non de maniere exponentielle croissante, comme 
cela aurait lieu si p" et A - ou, ce qui revient au meme, an et A - etaient de signe oppose I). 

Le ,meme raisonnement peut se faire pour Ie cas ou l'on prend x comme variable 
independante dans les equations du mouvement et de la conservation (il suffit de remar­
quer que ~ est suppose tres peu variable en x, conformement a l'hypothese du paralle­
lisme des tranches liquides, sous-jacente it toute la theorie de l'equation de CHRYSTAL). 

Examinons encore, pour terminer, Ie cas de la formule approchee 

utili see dans certains calculs de verification effectues sur Ie lac de Geneve (cf. pp. 106-108). 
On a, avec les notations habituelles (u = valeur calculee de la fonction propre; z = valeur 
exacte de celle-ci; s = valeur intermediaire de la variable independante, comprise entre 
les valeurs des points extremes consideres, d'indices n - 1 et n + 1) : 

d'ou, par soustraction 

ou 
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Moyennant l'hypothese simplificatrice deja utilisee precedemment (cf. p. 66) 
(c'est-a-dire an et En « peu variables )} avec n, et pris egaux a des constantes a et E), on 
peut ecrire 

avec 

L'equation fonctionnelle de l'erreur est identique (aux constantes P et L pres) a 
celIe de la page 66, on pourra donc une fois de pIns appliquer les conclusions precedentes, 
a savoir que l'erreur en est oscillante et de signe variable: 

2 uB 
en = A sin (n arc cos P) + B cos (n arc cos P) - - -),\ .

3 ,i..J.V2 

C'est donc toujours sur ce comportement particulier de l'erreur que repose Ie succes 
de la methode consideree. 

§ 4. LA METHODE DES NCEUDS DE K. HID AKA. 

CeUe methode, propo~e8 en 1932 par K. HlDAKA (GO), constitue egalement 
une methode d'existence, moins pratique que celIe de DEFANT, mais que nous 
decrirons cependant pour memolre. 

Elle consiste essentiellement a integrer numeriquement l'equation (1.10) 
de CHRYSTAL, a l'aide d'une valeur d'essai de A, et a determiner la position du 
nceud (ou des nu'uds) de la seiche en partant successivement de chacune des deux 
extremites du lac. La valeur d'essai de i, sera consideree comme satisfaisante si 
les nceuds occupent les memes positions dans les deux cas. 

Pour integrer (1.10), HlDAKA la decompose (formellement) en les deux equa­
tions simultanees : 

du dw }u 
-~=W 

do =-0'(0)'dv ' 

Comme cr(v) s'annule seul€ment aux points v=O et v=o, l'auteur pose 

a(v) = H· ~ (1-~) 1> (~} 

ou, en changeant de variable (via = z) : 

a(:,)= H· z(1-z)1>(z), 

expression dans laquelle H est une canstante et q,(z) une fonction a determiner. 

(60) HIDAKA, K., A Practical Method ot Integrating Chrystal's Seiche Equations, 
Geophys. Magaz., Tokyo, 5 (1932), pp. 273-281. 



70 F. SERVAIS. - ETUDE THEORIQUE 


Cette fonction <))(z) ne s'annule jamais dans l'intervalle 0 <::;: ~ < 1; aux extre­
mites, on lui attribue les va leurs <))(0) = 1, <))(1) = a> O. HIDAKA pose alars 
<))(z) = 1 + ClZ + C2 Z2 + ... + cnzn+ .. , ce qui donne 1 + C1 + c?, + .. , + cn+ ... = a. Au 
voisinage de z = 0, <))(z) est donc egaI a 1 +O(z) , et par suite o'(z) = H. z +0(Z2); 
au voisinage de z = 1, <))(z) = a+O(l-z) et o'(z) = aH(1-z)+0(1-z2). 

Les constantes CI , C2 ... Cn se determinent par la methode des moindres 
carn~s. 

Pour l'integration des equations simultanees (systcme equivalent a l'equa­
tion de CHRYSTAL), HIDAKA preconise la methode numerique de RUNGE-KuTTA, 

dont on trouvera la description dans les ouvrages de calcul numerique (61). 

Ainsi, la « methode des nceuds » apparait notablement plus compliquee 
que celIe de A. DEFANT; l'on ne voit guere I'interet qu'il y a a rendre o'(v) ana­
lytique, d'autant moins que ces calculs preliminaires seront certainement longs, 
et que I'accord entre la courbe experimentale et la courbe analytique sera en 
general mediocre. Aussi cette methode n'est-elle guere employee. 

§ 5. LA METHODE D'IMPEDANCE DE G. NEUMANN (62). 

Le probleme de l'oscillation longitudinale libre des masses d'eau conduisant 
a une equation differe~tielle en tous points comparable a celle des oscillations 
electriques d'un circuit inductif-capacitif (la resistance ohmique, qui joue Ie 
meme role mathematique que Ie frottement interne de l'eau, elant negligee 
puisque ce demier l'est aussi), il etait assez naturel d'etendre au probleme hydro­
dynamique Ie procede de solution utilise en electrotechnique: e c r ire que 
I' imp e dan c e d u s y s t e m e est null e. On obtient ainsi une equation 
(habituellement transcend ante) dont l'inconnue est la pulsation w = 27t/T du 
systeme. 

En electrieite on a, avec les notations classiques, pour un circuit inductif ­
capacitif oscillant, non amorli : 

dI 1 r£ -Z + - I dt = o.
[ t c. 

(61) cr. p. ex. RUNGE, C. und KONIG, H., Vorlesungen uber Numerisches Rechnen, 
Berlin, 1924, pp. 311-316; COLLATZ, L., Numer. Behandl. von DitJgl., Berlin, 1951, 
pp. 26 sqq. 

(62) NEUMANN, G., Die Impedanz Meehan. Schwingungssysteme und ihre Anwendung 
auf die Theorie der Seiches, Ann. der Hydr., 72 (1944), pp. 65-79; Eine Methode zur Berech­
nung der Eigenperioden zusammengesetzter Seebeckensysteme, ibid., 72 (1944), pp. 193-205; 
Ueber Seiches in Meeresbuchten und die Frage der Mundungskorrektur, Annali di Geofisica, 
3 (1950), pp. 25-31. 

I 
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lSi l'on prenel des solutions oscillantes pour I, c'est-a-dire 1=10 ei(wt+!", on a 


ou 

c'est-a-dire la formule de THOMSON bien connue, 

Mathematiquement, il a suffi, pour obtenir ce dernier resultat, d'ecrire que 
l'impedance du systeme est nulle : 

Z - R + i ( W £ - W1e) = 0, 

(R etant nul dans Ie cas qui nous occupe). 

Ell mecanique, 011 a de meme, pour l'oscillateur harmonique : 

(~ etant l'elongation, r la constante de frottement, m la masse, s la constante de 
raideur). Si l' = 0, on a en prenant des solutions oscillantes pour He = Eoei(wt+j'l): 

on voit que la masse joue Ie meme rOle que la self-induction £ et que la con­
stante de raideur correspond a l'inverse de la capacite C. L'impedance mecanique 
est donc Ie rapport d'une force a une vitesse. 

En hydrodynamique enfin, l'impedance sera Ie rapport de la pression 
hydrostatique maxima due ala denivellation et s'exen;ant sur la tranche liquide, 
it la vitess'e de deplacement du volume balaye; ceci suppose necessairement que 
les systemes osci1lants soient de profondeur et de largeur uniforme. Etant donne 
que Ie frottement interne est neglige, l'impedance hydrodynamique est, tout 
commeles impedances electrique et mecanique dans les memes conditions, une 
grandeur purcment imaginaire. 

On peut encore poursuivre la comparaison entre les systemes electriques 
et les systemes hydrodynamiques oscillants, en remarquant qu'a une ligne en 
court-circuit a son extremite correspond un canal ouvert sur une masse d'eau 
infinie (nceud de denivellation a l'embouclmre); si la ligne est ouverte, Ie cas 
est analogue a celui d'un canal ferme a son extremite (ventre de denivellation 
it l'extremite). 

Voici, it titre d'illustration de la methode, quelques applications simples. 

a) Soit un canal, ferme aux deux extremites, de longueur l, de profondeur ho et de 
largeur bo (uniformes). L'origine des x etant prise it l'une des extremites, on a pour Ie 
fondamental : 

WoX 
~ = ~ e iwt cos 2c' 

I 
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c = A j T designant la vitesse de propagation et A, longueur d'onde de la seiche, etant egal 
a. 	 2l. 

L'equation du mouvement donne 

Cl2~ 
-
Cl~ 

= 
wg Y Iwt • WX 
- '>0 e Sln­
2c 2c 

d'ou 
Cl" 
~ 

g 
=-­

wx 
::: eiwt sin - ­ + cte . 

Clt 	 2ic'0 2c 

Moyennant un choix convenable de l'origine des temps, la con stante d'integration 
pourra etre prise nulle : il faut que, pour t = 0, la vitesse horizontale atteigne un maxi­
mum, c'est-a.-dire que pour t = °la masse d'eau passe en oscillant a. travers sa position 
au repos. 

On a 	alors 
pgZM ___ pg~o cos (wxj2c) 2ipc wxZ _ 

- = -- cota'-· (11.6 ) 
8~M (gj2ic)S:.osin(wxj2c) S "2c 

Cette 	quantite s'annule pour x = l a. condition que 

wl 	 ~ 2l 
- = -, c'est-a-dire que T = - =. 
2c 2 Vgho 

La formule de MERIAN (pour Ie fondamental) se retrouve ainsi comme Ie pendant 
hydrodynamique de la formule de THOMSON. 

Si Ie canal est ferme en x = °et ouvert en x = l, on a A = 4l et l'equation de 
la periode s'ecrit 

wl 	 4l 
cotg -- = 0, d'ou T=--· 

c Vgho 

Si Ie canal est ouvert aux deux bouts, on retrouve a. nouveau A = 2l, d'ou l'equation 

wl 	 2l 
tg-	=0 ou T = - --=--. 

c Vgho 

Ces resultats s'etendent sans difficulte aux modes supeneurs. 
Mais l'interet veritable de la methode reside dans la simplification qu'elle apporte 

it l'etude des bassins couples; suivant que les masses d'eau sont « en serie » ou « en 
parallele I), on additionne les impedances ou leurs inverses et on annule l'impedance totale, 
ce qui donne l'equation en w, c'est-a.-dire la periode du systeme. Si les bassins sont de 
forme irreguliere, un calcul prealable est necessaire, car la methode implique essentiel­
lement que la largeur et la profondeur de chaque bassin soient constantes, ces grandeurs 
pouvant cependant differer d'un bassin it l'autre. On devra donc calculer la periode de 
chaque bassin comme s'il etait ferme et donc entierement autonome, et ensuite trouver 
les dimensions d'un bassin de largeur et de profondeur constante, de longueur egale it 
celIe du bassin irregulier en question et de periode egale it celIe de ce derf\ier. 

Le systeme est ainsi remplace par un systeme « equivalent » quant aux periodes 
(le profil des seiches pouvant etre plus ou moins altere par cette substitution). 
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b) Soit Ie cas d'un canal ferme en forme de Y (cf. fig. 8). L'eau venant de I pou­
vant s'ecouler aussi bien en II qu'en III, on dira que (I, II) et (I, III) sont en serie et 
que (II, III) sont en parallele. 

Soient Zl' Z2' Z3 les impedances respectives des trois tronyons, et ZZ3 celle du sys­
teme (II, III); on aura 

ou 

l'impedance totale'vaut 

FIG. 8. 

[D'apres G. NEUMANN, Ann. Hydrographie, 72 (1944), pp. 65 sqq.] 

et l'equation Z = 0 s'ecrira, it cause de (1I.6) : 

ou, en multipliant par g : 
,3, ttl li 
~ b; C i tg -- = O. 
;=1 Ci 

On verifie egalement sans difficulte que si Ie canal I est ouvert sur un ocean infini, 
II et III restant fermes, l'equation aux frequences devient : 
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Si I et II sont ouverts sur un ocean infini et si III reste ferme, on trouve pour l'equa­
tion aux frequences : 

wlt (j)lz wla 
- bi Ct cotg - - bz Cz cotg - + tJa Ca tg - O. 

Cl Cz Ca 

Enfin, Sl les trois canaux sont ouverts, l'equation devient 

3 wz. 
~ bi C; cotg , = o. 
i=1 Ci 

c) La methode de NEUMANN fournit egalement une reponse mathematique elegante 
it la question suivante : est-il legitime, lorsqu'on etudie les seiches longitudinales d'un 
lac, de « couper » les petites baies laterales, de dimensions tres petites devant celles de 
l'ensemble du lac? Physiquement, la chose va de soi : il est clair que la presence d'une 
baie qui ne contient qu'une tres faible masse d'eau ne saurait influencer que d'une maniere 

I II 

b h 11 b h 12 

III b/h'I.) 

FIG. 9. 

[D'apres G. NEUMANN, meme article.] 

negligeable les periodes et les denivellations des seiches affectant la totalite de la masse 
d'eau du lac. 

Mathematiquement, la chose vaut cependant la peine d'etre mise au point; il ne 
suffit pas, par exemple, de montrer « experimentalement », en faisant des calculs nume­
riques it l'aide d'une methode approchee, comme celle de DEFANT, que les periodes du 
lac possedant une ou plusieurs petites baies laterales ne differEmt pratiquement pas de 
celles que l'on obtient en amputant Ie lac de ces baies : en effet la presence de ces baies 
interdit, en toute rigueur, l'hypothese du parallelisme des tranches liquides; il y aurait 
contradiction it utiliser ici une methode reposant sur cette hypothese. 

Soit donc Ie cas d'un lac possedant une petite baie laterale (fig. 9); soient Zl' Z2' Za 
les impedances respectives de trois « bassins »; I et II sont supposes avoir meme largeur b 
et meme profondeur h. 

Les bassins I et III peuvent etre consideres comme etant en parallele; quant au 
systeme (I, III), il est en serie avec II. On a donc 
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et l'impedance totale est, comme precedemment : 

L'equation Z = 0 peut donc s'ecrire : 

bh wl j bh wl2 b' h' (Ul3 
- tg - + - tg - + - tg - = O. (A)
Gee cdc' 

b' h' w13
A cause des dimensions tres petites de III, les quotients - et -- sont negli­

c' c'geables et, par suite, Ie troisieme terme peut etre laisse de cote. 

Si 1'0n avait purement et simplement coupe Ie bassin III, on aurait obtenu, pour 
I et II en serie, l'equation 

C wl! C wl2 -- cotg -- + -- cotg - = o· 
bh c bh c ' 

or, cette derniere, apres division par 

wl j w12cotg - cotg -- ­
C G 

est identique it l'equation (A) dans laquelle on aurait neglige Ie troisieme terme. La ques­
tion est ainsi resolue. 

d) G. NEUMANN examine encore un grand nombre de bassins couples de diffe­
rentes manieres, ouverts sur un ocean infini ou fermes; il semble inutile pour Ie moment 
de passer en revue tous ces resultats, puisque Ie principe de la methode reste toujours 
Ie meme : annuler l'impedance totale du systeme des bassins (63). Relevons seulement 
que lorsque des detroits relient les bassins entre eux ou it l'ocean, une legere compli­
cation surgit : etant donne les faibles dimensions du detroit devant celles des bassins, 
celui-ci ne peut plus etre purement et simplement assimile it un canalou regne une oscil­
lation stationnaire propre, il y aura lieu de proceder it une « correction d'embouchure I). 

La theorie de cette derniere a fait l'objet de divers travaux dont les resultats seront 
resumes dans un prochain paragraphe (cf. § 9). 

e) Plus generalement, lorsque Ie lac dont on etudie les oscillations libres 
est tres ctendu ou se compose de plusieurs bassins (ce sera Ie cas notamment 
pour Ie Tanganika), un probleme special se pose, que l'on pourra resoudre grace 
a l'introduction de la notion d'impcdance en hydrodynamique: qu'arrive-t-il 
lorsqu'une perturbation de la pression atmospherique (cyclone, orage, etc.) 
declanche une onde de pression dans l'un seulement des bassins du lac, saIls 
affecter directement les autres ? 

Si Ie bassin affecle etait ferme, cette onde y amorcerait un systeme de 
seiches compose generalement de la superposition de plusieurs modes normaux. 

(83) Cf. NEUMANN, G., articles cites note 62, principalement Ie premier, pp. 70-79. 
Les resultats sont confirmes par des etudes experimentales, cf. Ann. Hydrogr., 71 (1943), 
p. 418; 72 (1944), pp. 195 sqq. 
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Mais, comme Ie bassin ell qucstion communique avec un autre bassin au moins, 
il est possible que Ie mouvement s'etende a ce dernier, ou bien, au contraire, 
qu'il reste pratiquement localise au bassin 011 s'est produite la perturbation 
initiale. Tout dependra de la maniere dont se comportent, au point de vue de 
l'impedance hydrodynamique, les detroits, canaux ou etranglements reliant les 
differents bassins entre eux; leur role peut etre assimile a celui de filtl'cS elec­
triques, les bassins eux-memes faisant alors fonction de circuits oscillants. n 
suffira donc de determincr les impedances des differents « circuits)) et « filtres )) 
pour pouvoir determiner Ics cocfficients de rMlexion et de transmission des 
dctroits et etranglements a l'egard des ondes de pression se propageant a partir 
de l'un des bassins, et rcsoudre ainsi Ie probleme. Si l'onde est transmise de 
maniere pratiquement totale a travers les detroits, Ie mouvement se traduira 
par des seiches globales, affectant tout Ie lac; si au contraire la ref I ex ion 
est a peu pres complete, l'on aura des seiches nettement loealisees; dans les cas 
intermediaires enfin, les deux types de seiehes coexisteront, avec cchange con­
tinuel d'energie cinetique d'un type a l'autre. 

P rat i que In en t, on proeedera comme suit: apres avoir ealculc, par la 
methode de DEFANT, la periode propre (a un ou plusieurs nceuds) du lac considere 
comme formant un tout (pour all Lant que la forme de celui-ci permet d'intro­
duire l'hypothese du parallclisme des tranches liquides), on dressera une table 
de Ia fonction 3 (v) = ~/u dans les regions ou l'on a repere l'existenced'un 
etranglement ou d'uJl detroit (64) et l'on comparera ccllc-ci avec la fonction 

27tC' 7tX 
- -- cotO' ­

gST' "" 2l' 

en de~a du detroit, et avec la fonction 

27tC" 7tX 
-- cotg ­
gST" 2l" 

au-dela du detroit, l' et l" designant les longueurs rcspectives des deux bassins 
situes l'un en de~a et l'autre au-dela du detroit, longueurs mesurees Ie long du 
Talweg et en direction du detroit en question (d'ol! les signcs opposes des deux 
fonctions cotg); c', T', etc., ont des significations correspondantes. 

En eifet, on a, pour l'impedance d'un bassin de longueur " ouvert en X= l 

- pgSM ipc It} xZ = -- = - cotg-·
S~ S C 
~)I 

(64) En general, l'inspection d'une simple carte geographique du lac sera insuffi­
sante pour reperer ces regions, et c'est it la courbe normale du lac (d. p. 24) qu'il faudra 
avoir recours; seul un minimum bien accuse compris entre deux maxima bien marques 
egalement pourra etre interprete comme correspondant it un etranglement ou detroit. 
On verra plus loin, it propos du Tanganika, que la division du lac en bassins, qui resulte 
de cette maniere de voir, peut differer considerablement de celle que l'on serait tente 
d'adopter apres examen d'une carte geogJ:aphique. 

I 
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C "/ A/rl' 41lT . I 2-r.:c. 1tXomme U t-' e'W et c = = ,on en tIre: S U = - SgT cotg 2[' 

(Les formules donnees ici se rapportent aux seiches uninodaIes, mais il est 
facile de les etendre au cas des plurinodales.) 

Si Ie graphique de la fonction 8(v) presente, dans la region etudiee et de part 
et d'autre ce que l'on supposait etre un etranglement, une allure bien semblable 
a celle de la fonction cotg, sans discontinuites brusques, on sera assure que les 
regions que l'on avait supposees separees par un detroit se comportent en realite 
comme un seul bassin, du moins a l'egard du type de seiche correspondant it la 
periode utilisee dans Ie calcul : les impedances Z' et Z" des deux regions sont 
les memes. 

Si au contraire une discontinuite de la fonction 8=~/u apparait dans la zone 
exploree, on devra en conclure que les impedances Z' et Z" sont distinctes de 
part et d'autre de cette discontinuite, et qu'il y a donc une veritable separation 
entre les bassins. Soit alors a. Ie rapport des impedances: Z'IZ" = a.; cette quantite 
se determine aisement it l'aide de Ia table ~I u. II suffit a present d'utiliser les 
resultats bien connus en electricite (theorie des phenomenes de regime sur les 
lignes) : 

Z" -Z' I-a
coefficient de refiexion PR = Z" + Z' ~. 1 + a' 

2Z' 2a
coefficient de transmission: PT 

Z" + z' 1 + a' 

pour trouver immediatement Ie pourcentage de denivellation reflechie ou trans­
mise a travers l'etranglement ou Ie detroit. 

Le procede s'adapte sans difficulte aux differents cas particuliers que l'on 
peut rencontrer, et permet de rendre compte d'un phenomene important, dont 
aucune des autres methodes dec rites ici ne permettait l'investigation. 

§ 6. LA METHODE DE L'EQUATION INTEGRALE DE FREDHOLM. 

On peut transformer l'equation 

d2u AU 
- =0, (1.10)

dv2 ~ (v) 

soumise aux conditions-frontiere u(O) = u(a) = 0, en une equation integrale de FRED­

HOLM, de la maniere suivante (65) : on a 

v AU(Z) 
U (v) = - r(1i - z) -(- dz + Ci V + C2 

'" ~ z)
o 

(65) Cf. HAMEL, G., Integralgleichungen, Berlin, 1949, pp. 17 sqq. 
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[en effet, en derivant deux fois, on obtient successivement : 

, _ [( ) ),u (Z)]z=v S" Au (z) d- SV ),u (z) d . " AU(V)
U - - v-z -- - -- ",+ct =- -- Z+C.. U =--­

a (Z) z=o a (z) a (z) 17 (v) , 
o 0 

c'est-a.-dire (1.10)], OU C1 et C2 sont des constantes a. determiner de maniere que u(v) satis­
fasse aux conditions-frontiere. On a evidemment C2 = 0 a. cause de u(O) = O. La seconde 
condition, u(a) = 0, donne: 

a ), u (;;) I (a AU (z)
0=- r(u - z) -- d;; + Cj a, d'Oll C j = --:-, (a-z) ~-_-dz. 

., cr(~) (t., a(",,) 
o o 

Par suite, 

av r AU(Z) rv AU(Z) rv AU(-)
U(t') = - (a-z) --dz- (1)-Z) --dz=- (v-z) --"" dz

ao' a(z) a(z) a(z)0' w 

o 0 0 

v v ( ) AU (z) d ra v ( _) AU (z) d _ SV - (v - z) a +v (a - z) AU (Z ) d • + r- a - z -- z + - a - <> -- Z - • -- '" 
. a a(z) • a a(z) a cr(z) 
o v 0 

ave _)AU(Z) i- \~Vz(a-v) Au(z)d' \~av(a-z) ).u(z)d+ r ~ a - '" -- ("" = . --- z + . -- z. 
0' a a (z) ., a 17 (z) ., a a (z) 
v 0 v 

Po sons 
l Z(V a_)1 a pour z ~ v, 

K (0, z) = (( )vz-a 
pour z > v. 

a 

II vient alors 
a U (z) 

U (v) + Ar K (v, z) -(- dz = O. (II.7) 
• 17 z) 
o 

La fonction K(v, z) est Ie noyau (symetrique) de l'equation integrale de FRED­
HOLM (1I.7). 

A l'aide de cette equation, on peut obtenir A par Ie procede d'iteration de 
E. PICARD (66). Pour cela, on prend une fonction d'essai u(v) = u(1)(v), que l'on porte 
dans (II.7). 

La seule condition a. laquelle uilJ (v) doive satisfaire est que I'on ait : 

sa K(v,z) ;j(~; dz f= 0; 
o 

on donne ensuite a. v une valeur fixe Vo (0 ~ Vo ~ a) telle que u(vo) f= OJ la signification 
physique de u rend ce choix aise : il suffit de prendre pour Vo l'abscisse d'un point dont 
on soit sur qu'il ne cOIncide pas avec un ventre de l'oscillation etudiee. 

(66) Cf. PICARD, E., Traite d'Analyse, III, chap. 7; HAMEL, G., op. cit., pp. 51 sqq. 

I 
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Vne seconde fonction d'essai UC2'(V) se determine alors a l'aide de l'equation (II. 7)

"\, r ." ucu(z) ~ u(~) (v)+/\ 
a 

K (v,~) -- d"" = O. 
01 cr' (z) 
o 

II sufIit d'assigner une valeur donnee a UC2J(VO) pour en deciuire une premiere appro­
ximation de A, soit A' : 

Procedant amSI par iteration, on obtient successivement une troisieme fonction 
U C3 ,(v) ~t une sec on de approximation A" pour Ie parametre A, puis une quatrieme fonc­
tion ucdv) et une troisieme approximation A''', etc. 

On demontre que si les fonctions UCI', UC2', ••• sont normees, les valeurs A', A", '" 
convergent en decroissant vers la valeur propre cherchee. 

Le meme raisonnement peut s'appliquer a l'equation (1.11) on trouve l'equation 
integrale : 

~ (8) +Af K (s,z) ~(z) ~(z) dz = 0, (11.7') 
o 

que l'on resout par Ie meme procede que l'equation (11.7). 
Le choix du point So (0 ~ So ~ c) sera maintenant dicte par Ie souci d'{witer de 

prendre un point ou ~ s'annule, c'est-a.-dire un nreud de l'oscillation etudiee, ce qui en 
general pourra se faire sans difIiculte. 

Comme dans Ie cas de lacs reels a(v) n'est connue que par points, les calculs d'ite­
ration seront en general demesurement longs, et Ie procecie risque d'avoir peu d'interet 
pratique. Nous verrons cependant, a propos du Tanganika, que l'on obtient un A (fonda­
mental) presque parfait des Ie premier essai : la methode est ainsi de loin la plus rapide 
pour Ie calcul de ce fondamental. 

§ 7. LA METHODE DE L'EQUATION INTEGRALE DE VOLTERRA. 

L. MATTEUZZI transforme comme suit l'equation de CHRYSTAL (1.10). 


Vne premiere integration de 0 a v donne (67) : 


du = u' (0) _J~VAU (z) dz, 
dv cr' (z) 

o 

et une seconde integration entre les memes limites [en remarquant que u(O) = 0] : 

AV. SZ) u (,,) 
u (v) = - J dz ~ (Z) dz + u' (0) v, 

o 0 

ou 
V ) u (c-) sv sv ),t{ (z)

u('v) = -.r 'cr'(Z) dz dz + tt' (0) 'v = (z-v) cr'(z) dz + u' (0) v. 
o z 0 

(67) MATTEUZZI, L., Sulla Determinazione delle Seiches torzate e delle Seiches libere 
mediante una equazione integrale di Volterra, Rendic. Atti R. Ace. Naz. Lincei, 33 (1924), 
5e serie, Cl. sc. fis. mat. e nat., pp. 474-480. 

I 
6 
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On en tire 
v u (z) 

u' (0) v = U (v) -), (z - v) -(- dz, (11.8)S
a z) 

o 

c'est-a-dire une equation de VOLTERRA de seconde espece, dont fe noyau est: 

Elle admet pour solutions (dS) : 

U (v) = U' (0) v + f" K (v, z) U' (0) z dz, 
"'0 

Ie noyau resolvant K(v, z) etant egal a 

ou l'on a 

[A(V-Z)](!) = _ A(V-Z) 

a(z) a(z) 

I 

La solution u(v) peut se mettre sous la forme : 

00 

U (v) = u' (0) v +1: (- A)i Uj (0, v). 
1=1 

On demontre qu'entre les V teO, v) il existe la relation de recurrence 

U i (0, v) = fV va (z)z UH (0, z) dz, 
o 

et qu'ainsi on a u'(O) v = Vo(O, v). 

(6S) VOLTERRA, V., Ler;ons sur les equations integrales et integro-difJerentielles, Paris, 
1913, chap. II, § 2. 
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Faisons ensuite v = a dans la solution ci-dessus, et remarquons que u(a) = 0 : il 
vient 

00

1: (-A)'U; (0, a) = o. (1I.9) 
1=0 

Cette derniere egalite n'est autre que l'equation aux valeurs propres du probleme. 

Ainsi presentee, la methode reste purement theorique et n'a jamais eM utilisee 
pour la resolution numerique d'un probleme de seiches. Cependant, quoi qu'en pense 
L. MATTEUZZI lui-meme, Ie point de vue qui sert de base it cette methode n'est pas essen­
tiellement different de celui de J. PROUD MAN, qui arrive, par une voie un peu detournee, 
a la meme equation aux valeurs propres et a la meme solution u(v) de l'equation de 
CHRYSTAL. Ce procede de J. PROUD MAN, anterieur d'une dizaine d'annees a l'expose de 
MATTEUZZI, se prete it des applications numeriques (69), mais les calculs sont excessive­
ment longs et la precision n'est pas superieure a celle de la methode de DEFANT. Aussi 
ne sera-t-il pas utilise dans ce travail et se contentera-t-on d'en donner une description 
sommmre. 

§ 8. LA METHODE DE J. PROUDMAN (70). 

Au lieu de l'equation differentielle de CHRYSTAL (1.10), l'auteur considere une equa­
tion aux differences finies : 

[ a
2 A ]u(r-l)+ -.-(--2 u(r)+u(r+l)=O,

m2 ~ r) 

pour r = 1, 2, ... , m - 1, avec u(O) = u(m) = O. Cette equation est suggeree par l'equa­
tion de CHRYSTAL qui en est la forme-limite quand les differences deviennent infiniment 
petites. 

Ces relations forment un systeme d'equations lineaires en u(I), ... , u(m - 1) it solu­
tions non toutes nulles, pourvu que Ie determinant 

a2 A
2--·--- -1 o o

m2 ~(p. + 1) 
a2 ), 

-1 2--· -1 o 
D (p.. V, A) = m2 ~ (p. +2) 

A o o o 2 - -
a2 

. ----,.-­
m2 ~ (v-I) 

s'annule lorsque [J. = 0 et v = m, c'est-a-dire que l'on ait D(O, m, A) = O. 

(69) La seule que l'on en connaisse dans'la litterature scientifique concerne les seiches 
du lac de Geneve : DOODSON, A. T., CAREY, R. M. and BALDWIN, R., Theoretical Determ. 
of the Longit. Seiches of Lake Geneva, Trans. Roy. Soc. Edinburgh, 52 (1920), pp. 629­
642. 

eO) Cf. PROUDMAN, J., Free and Forced Longit. Tidal Motion in a Lake, Proc. London 
Math. Soc., 14 (1914), pp. 240-250, ainsi que DOODSON, A. T., etc., op. cit. 

I 
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Les racines du systeme correspondant a A = A; satisfont aux relations de CRAMER: 

u (1) u(2) u(m-l) 
= •.• = --,,----''--------'0---: ­

D (0,1, )'J) D (0,2, )'J) D (0, m - 1,)'J)' 

ou 
u (1) u(2) u(m-l)

--'---'----=--= ••• = 

D (2, m, Aj) D (m - 1, m, )'J) 


On demontre par ailleurs que D(IL, V, 0) = '1- IL et que 

V-fL-l 

D(p-,V,A)=v-p-+ 1: (-A)"S,,(f",'/) 
n=! 

avec 

Ces expressions miment a considerer les integrales : 

et 

n etant un entier positif et 0 ~ ~ ~ 1) ~ a. 

Les integrandes sont toujours positifs et l'on peut intervertir l'ordre des integrations 
pourvu que les integrales multiples existent. On demontre que les deux integrales ci-dessus 
sont egales. Soit In(~, 1)) leur valeur commune. On a alors la relation de recurrence : 

I 

Considerons ensuite la fonction R(~, 1), A), definie par 

co 

R (~, 1\, A) = 1: (- ),)i Ii (~, 1\). 
i=O 

On demontre que si cr{v) > kv{a - v) (k = constante positive), In(O, a) existe, et que 
les solutions U; de l'equation de CHRYSTAL sont donnees par 

Uj = R (0, v, Aj) = R (v, (t, Aj ), (11.10) 

l'equation aux valeurs prop res etant 

(11.11) 
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Pour l'utilisation pratique du procecie, on procede par differences finies, it l'aide 
d'un grand nombre de divisions. Les calculs sont tres longs, ce qui rend la methode peu 
commode. Aussi renvoyons-nous pour complement d'information aux articles originaux 
(voir note 70). 

§ 9. LA METHODE DE CORRECTION DE K. HONDA (71). 

Cctte methode, qui s'applique uniquement aux baies et aux golfes, consiste it les 
assimiler en premiere approximation it des bassins rectangulaires de profondeur ho et 
de largeur bo (constantes), ouverts it une extremite, et it apporter aux periodes d'oscil­
lation ainsi obtenues deux corrections: la premiere, pour l'embouchure du golfe, ou les 
conditions pour ~ et 1: ne sont pas exactement les memes qu'au milieu d'un bassin ferme 
de meme section droite et de longueur double; la seconde vise it tenir compte des varia­
tions de largeur et de profondeur que presente Ie golfe depuis son embouchure jusqu'it 
son extremite fermee. 

Pour que ce pro cede de corrections ait un sens, il faut evidemment que Ie golfe 
etudie presente une forme it peu pres rectangulairc et une profondeur sensiblement uni­
forme, sans quoi les periodes obtenues en premiere approximation (it l'aide de la formule 
T k = 4l IkVgho seraient trop grossierement inexactes. On aura donc interet it traiter les 
golfes et baies de forme tres irreguliere de preference it l'aide de la methode de GOLDBERG 
(meme chapitre, pp. 59-60), qui presente en outre l'avantage de donner point par point 
tout Ie profil de la seiche, determinant ainsi l'emplacement des ventres et des namds 
avec bien plus de precision que ne Ie permettrait la methode japonaise : en effet, cette 
derniere ne corrige que la periode et non pas la fonction propre (assimilee en premiere 
approximation it une sinusolde). 

a) Correction d'embouchure. - Le golfe etant suppose de largeur bo et de 
profondeur ho uniformes, on a pour l'oscillation fondamentale 

7t;r 27t 
~ = ~o sin 2i cos TIt, 

d'ou, it cause de l'equation de continuite (~ = - hod; Idx) 

21 7tX 2 .. 
~ = ~o ~l cos -2l cos -;:-'- t. 

" ~o fj 

On a alors, pour l'energie cinetique it l'interieur du golfe 

<_ _ 1 (Z . 4 ~ ~ bo l3 P . 22 7t 
(9 INT = ;) Pho bo , ~2 dx = he 2 sm -- t, 

~ 0' T1 '1'1 
I) 

et pour l'energie potentielle : 

1 rz ~glbogp 2.-: 
G))INT - ;) Pg bo ~2 dx = 4 cos2 T- t. 

~.,' . 1 
o 

(71) Cf. HONDA, K., TERADA, T., YOSHIDA, Y. and ISITANI, D., An Investigation 
on the Secondary Undulations of Oceanic Tides, Journal of the College of Sc. (Imp. Univ. 
Tokyo), 24 (1908). Cet expose original contient de nombreuses fautes d'impressions et 
manque de clarte au point d'etre it peu pres inutilisable. On trouvera un bon expose de 
la methode par DEFANT, A., Ann. Hydr., 39 (1911), pp. 120-126, et aussi par CALOI, P., 
Ann. Geofis., 2 (1949), pp. 222-228. 
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L'energie cinetique due au mouvement de l'eau en dehors du golfe ne peut se cal­
culer que de maniere approchee. On peut la prendre proportionnelle a l'energie cinetique 
a l'embouchure et ecrire (B etant un facteur de proportionnalite) 

1· 1 16 '(2 1" 2 " Pn ~2 - _ p n __,0_ siu2 t'(9 EXT 2 '>1=0) - 2 h~ Ti T j • 

Quant it l'energie potentielle en dehors du golfe, elle est tellement faible qu'on peut 
la negliger devant 6))INT' 

On doit donc aVOlr, it tout moment du temps, 

Faisons successivement t = 0 et t = T1/4 : on aura 

s~ 1 bo P[J 4 '(2 b l:J p + 8 B '(Z l2 P 
.0 0 .0 

4 ko TI k6 Ti 

d'ou 

ou (11.12) 

II est interessant de comparer cette correction d'embouchure avec celle proposee 
par Lord RAYLEIGH pour Ie tuyau d'orgue ouvert it un bout (72). Soit un tuyau d'orgue 
de section carree (de cote a) et de longueur I (tres grande devant a). Soit A la longueur 
d'onde du son qu'emettrait Ie tuyau s'il n'y avait pas a faire intervenir de correction 
d'embouchure. RAYLEIGH trouve que les vibrations ont lieu comme si l'on avait ajoute 
a la masse d'air (de densite uniforme, egale a p) en mouvement une masse egale a 

p1u- ., " {( 
0 (" ) - --y-Lon'- (11.13)

n: 2' 0 A ' 

(ou y designe la constante d'EuLER, egale it 0,5772 ... ). 

Rapprochons ce resultat de celui de K. HONDA (11.12), en prenant A = 4l et en 
egalant pB (qui joue precisement Ie role de la masse additionnelle) it l'expression (11.13). 

1 (:3 r: bo) 
II vient ainsi, en posant P == 2" \2 -y-Log 4T : 

4l ( 4 P bO)2
i 

1\=--1+--· 
Vgho l 

Si Tl designe la periode (fondamentale) corrigee et T'l cette periode non corrigee, 
on a 

Ti ( 4P bo)!---= 1+-- 2T; l 

comme facteur de correction. 

(72) Lord RAYLEIGH, On the Open Organ-Pipe Problem in Two Dimensions, Phil. 
Magaz., Ser. 6, vol. 8 (1904), pp. 481 sqq. (= Scient. Pap., V, § 301, p. 206). 

http:y-Lon'-(11.13
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o 

Voici la valeur de ce facteur pour quelques valeurs du rapport bo/l : 


bo / Z = 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/10 1/20 


1\ / T~ = 1,320 1,261 1,217 1,187 1,163 1,106 1,064. 


On voit que la correction d'embouchure n'est pas toujours negligeable. 

b) Correction pour l'irregularite de la section droite. - Le cas 
(theoriquement banal et exceptionnel dans la pratique) oil les energies potentielle et 
cinetique du systeme sont representables sous forme quadrati que, 

i .
19 = - m q2

2 

etant mis a part (73), on peut ecrire en general 

6)) = 2"iSI pg b (x) ~2dx, 
o 

ou, avec les notations habituelles (u = s e, du SX )~ = - dv' v = b (x) dx , 

1 1SI19 = - P --, itt dx 
2 S (x) 

o 


Posons maintenant 
 krr.x 
u ~ 1: Ak sin -Z- cos WI, t. 

II. 

expression de meme forme que celIe que l'on obtiendrait si S(x) etait constant. 
Prenons qk = All. cos wlI.t comme nouvelle coordonnee; on peut alors ecrire 

krr.x du ~ krr. krr.x 
u = 1: sin -Z-· q,,; -= ~- cos -Z-· qll.'

dx k Zk 

et l'energie cinetique prend la forme 

k 1t X J2sin -Z-· iJlI. dx 

1 S! 1 ~ k rr. x 1 \'"! 1 ~ ~ h 1t X h' rr. X 11.' 11.' d 
= - p -- ~ sin2 --. q~ dx + - P -- ~~ sin -- sin --. q q x 

2 S (x) " l 2 ~ S (x) It 11.' l l 
o 0 

[ 1 rl 1 k rr. x ] ~ ~ [1 S! 1 It rr. IV Il' rr. x J' . = ~ - p -- sin2 -- dx q' ~ + ~~ - p -- sin -- sin -- dx q" q", 
~ 2 "' S (x) Z "", 2 S (x) l l 

o 0 

(oil l'on a k' fc k). 

(73) Dans ce cas, on aurait immediatement, pour les equations de LAGRANGE 
mij + (.I.q = 0, d'oil q,..., exp i(wt + at), oil w = V(.I./m· 
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De meme l'energie potentielle s'ecrit alors : 

1 SI 1 [., k'IT. k'IT. X J2
6)) = - pg - ~ - cos -_. q" dx

2 b (x) k [ [ 
o 

Si S(x) et b(x) etaient constants, les facteurs 1 jS(x) et 1 jb(x) pourraient sortir des 
signes d'integration, et les doubles sommes (aux seconds membres de '(9 et 6))) s'annuIe­
raient, it cause de l'orthogonalit8 des sinus et des cosinus. Les coordonnees qk seraient 
alors de vraies coordonnees normales, et l'on aurait 

Comme S(x) et b(x) ne sont qu'approximativement constants, mais que l'ecart 
entre Ie systeme it etudier et Ie systeme « normal » est suppose petit, on posera, comme 
Ie fait Lord RALEIGH (74), 

'(9 = ~ [n" + ~n"J I]h + ~~ ~D"", 'I't 1]""
It k liJ 

ou les ~D"", et ~C't'" seront d'autant plus petits que Ie systeme se rapproche davantage 
d'un systeme « normal ». Dans Ie cas present, OU S(x) et b(x) s'ecartent peu de leurs valeurs 
moyennes, les doubles sommes pourront etre negligees. 

D'autre part, en vertu du principe de minimum de RAYLEIGH-RITZ (75) on a 

comme 
1 k2 7t2 I! 1 k TC X 

C,. -\- ~Ck = - pg -- -- cos2 -- dx
• 2 [2., b ex) [ , 

I! 
o 

1 1 k7tX 
D" + ~D" = - P -- sin2 -[- dx,

2 • S (x) 
o 

on aura 
OI 1 k" x 
-- sin2 --dxJ

4 [2 S (x) [ 
T~ ___ . _o_____~___ 

- k2g 1 k7txI! 
cos2 -- dx 

w b (x) [ 
o 

(74) Cf. Lord RAYLEIGH, Theory of Sound, I, § 90. 
(75) In., ibid., COLLATZ, L., Eigenwertprobleme u. Num. Behandl., pp. 244 sqq. 

I 
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Cette derniere formule n'est cependant pas d'un usage pratique, car S(x) et b(x) 
sont en general inconnues sous forme analytique. On peut neanmoins, puis que ces deux 
grandeurs s'ecartent peu de leurs valeurs moyennes, les representer par: 

S (x) = So + ~S (x) b (x) = bo + ~b (x). 

Par suite on prendra : 

\'"!( ~S) k ... x 
~ 1 - So sin2 -Z- cix 
o 

.! ( ~ b) k... x 'J 1-To cos2-t-dx 
o 

ou, en negligeant les produits et carres de .:lS(x) et M(x), 

./ k 'It X ( ./ ~ S k ... a; \.! ~ b k 'It X \ 
\ sin2 -- dx \ - sin! -- dx -- cos2 -- dx ~ 

4 Z2 ~ Z ~ So Z ., bo l
1 _ 0 + -"-0_______T~ = __ . 0 • 

k2 gho S' k TC X ~ ! k TC X \I"! k TC X d )cos2 -- dx sin2 -- dx cos2 -- xS

Z l • Z 

o o 0 

(ou l'on a pose So/bo = ho). 

Remarquant que 


f! k .. X k 'It X 1
SI

sin2 -- dx = cos2 -- dx == ­

• Z Z 2' 
o 0 

on peut ecrire : 

4 L2 l 1·! 1 .! 2 k TC X 1 5! 
T% = k2 gho /1 - I So J ~S (x) dx + zsJ ~S (x) cos -Z- dx + lb~ ~ b (x) dx 

o 0 0 

1 \.! 2k'ltX!+ lb ~b(x) cos -Z- dx , 
0., 

mais, puisque So et bo sont les valeurs moyennes de S(x) et de b(x), on a 

f~S(x) dx = 0, f ~b(x) dx = 0. 
o o 

De plus, Lbo = a, aire totale du golfe, et LSo = V, volume total de l'eau qu'il contient. 

On pourra donc ecrire 

2Z [ 1J·!(.lS(X)f:1b(X)) '2k'ltx t ]T,,= --- 1 +- ---+~ cos-- (X • (11.14) 
kVfiho 20 V a Z 

C'est la formule de correction cherchee, qui tient compte a la fois des variations 
de section droite et des variations de largeur. L'experience montre qu'un retrecissement 
(elargissement) de la partie centrale allonge (raccourcit) la periode, et qu'un retrecisse­
ment (elargissement) a une extremite la raccourcit (l'allonge). 
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§ 10. APER<;U DE QUELQUES TRAVAUX RECENTS 
SUR LES SEICHES. 

Depuis 1946 environ, une remarquable equipe de chercheurs italiens , sous 
la direction du Prof. P. CALor de l' « Istituto Nazionale di Geofisica )) a Rome, 
s'occupe de l'etude (theorique et experimentale) des seiches dans les lacs italiens 
et publie reguW~rement ses resultats dans les « Annali di Geofisica )), revue de 
l'Istituto susdit, fondee en 1948. 

Une douzaine au moins de lacs d'importance diverse ont ainsi ete etudies : 
lacs Albano, Boisena, de Garde, Idro, Iseo, Levico, de Lugano, Majeur, Orta, 
Santa Croce, Scanno, Vico. 

En regIe generale, trois methodes sont mises en ceuvre : celle de CHRYSTAL, 
celle de DEFANT et celle de HIDAKA; lorsque la forme du lac permet de considerer 
l'existence d'un bassin ouvert plus ou moins autonome, on applique a ce dernier 
Ie procede de GOLDBERG; c'est Ie cas notamment pour Ie golfe de Desenzano dans 
Ie lac de Garde. 

La methode de CHRYSTAL, comme il ressort des considerations du chapitre I, 
est la plus difficile a appliquer. Quand elle n'est pas de forme trop capricieuse, 
les auteurs decomposent la courbe normale (d. p. 24) du lac en segments de 
droite ou de courbes et raccordent les solutions correspondantes, ce qui conduit 
a des equations aux periodes que 1'0n do it resoudre par tiltonnements. 

Si Ie nombre de segments dont se composerait ainsi la courbe normale est 
trop eleve (quatre ou cinq par exemple), les auteurs renoncent habituellement 
a employer cette premiere methode. 

Dans l'application de la methode de RITz-HIDAKA, Ie nombre de fonctions 
d'essai ~lv) ne depasse guere trois, pour des raisons pratiques evidentes. Ces 
fonctions sont invariablement prises egales a z(l-z) , Z2 (l-z), Z3 (l-z) (z=v/a), 
fonctions preconisees par K. HIDAKA, et qui se pretent relativement bien au calcul 
numerique des integrales 

(i,j = 1,2,3 ... ), 

mais n'OIl t pas leurs derivees orthogonales entre elles (d. p. 54). A ussi les solu­
tions approchees u = ~ Aj~j(z), que les auteurs obtiennent pour l'equation de 
CHRYSTAL, s'ecartent-elles de plus en plus de celles que fournit la methode de 
DEFANT a mesure que croit Ie nombre de nceuds de la seiche. 

La methode de DEFANT enfin, toujours applicable aux cas que 1'0n rencontre 
dans la pratique, est utilisee avec grand soin par les auteurs. Ils effectuent avec 
precision leurs mesures bathymetriques, multiplient Ie nombre de sections 
droites (pas moins de 66 par exemple pour Ie lac de Garde, long de 50 km mais 
de forme tres reguliere dans la plus grande partie de sa longueur; 19 pour Ie 
lac d' Albano, de forme a peu pres elliptique, long de 3,5 km et large de 2,5 km 
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environ; 32 pour Ie lac d'Orta, long de 13,4 km sur 2,5 km de largeur m<rxi­
mum. etc.). Par contre, au lieu de « couper )) les buies laterales parfois clendues 
mais de tres faible profondeur et auxquelles par suite I'hypothese du paraUelisme 
des tranches ne peut guere s'appliquer, les auteurs les font toujours 
entrer dans leurs calculs. A ce propos, Ie cas du lac de Lugano C6 ) est typique. 
II est probable Loutefois que ceci n'affecfe qu'assez faiblement les resultats 
numeriques. 

D'autre part, un moyen de controle interessant des resultats n'est pas utilise 
par les auteurs: c'est la verification de I'orthogonalite des fonctions propres 
obtenues. On a vu plus haut (cf. p. 29) que les fonctions U l , U 2 ... sont orthogo­
nales entre elles au sens generalise, c'est-a-dire que l'on a, pour des fonctions 
normees: 

Or, la methode de DEFANT presente sur celles de HIDAKA et de CHRYSTAL l'avantage 
de fournir poi n t p a I' poi n ties fonctions Ul, U2 ••. II etait donc tout indique 
de calculer les integrales en question et de les normer (en les posant egales a 
1 pour i = j), afin de verifier ceUe importante propriete des fonctions propres. 

Enfin, les auteurs n'insistent guere sur la superiorite de la methode d'exis­
tence de DEFANT sur les procedes de CHRYSTAL et de HIDA'KA, non seulement au 
point de vue du calcul numerique, mais aussi au point de vue theorique. En 
effet, la solution construite point par point d'apres ceUe methode est rigofu­
reuse pour n'imporLe quel mode normal, dans la mesure OU I'on peut negliger 
les erreurs commises en rempla~ant les differentielles par des differences finies. 
La methode de Rrrz-HIDAKA, au contraire, n'est qu'un procede d'approximation 
pour les valeurs propres du parametre A, et beaucoup moins bon si l'on s'en 
sert pour chercher les fonctions propres; souvent exccllente pour la valeur 
propre lu plus basse, cUe donne des resultats de plus en plus mediocres a mesure 
qu'on I'applique a la recherche de valeurs propres plus elevees; quant am:: fonc­
tions propres qu'eUe permet d'obtenir, eUes sont certainement moins exactes 
que celles qu'on peut construire point par point par une methode d'existence. 

En ce qui concerne la methode de CHRYSTAL, remarquons seulement qu'eUe 
necessite presque toujours une simplification excessive de la courbe normale du 
lac pour qu'on puisse proceder a des calculs numeriques : en effet, c'est par des 
raccords de solutions que ron aboutit a l'equation aux periodes, fort compliquee; 
cela ne peut manquer d'affecter les periodes, dans une mesure peut-etre faible, 
mais difficilement previsible; sur cc dernier point aussi, la methode de DEFANT 
apparait donc bien superieure. 

(76) MARCELLI, L., Sesse del Lago di Lugano, Ann. Geof., 1 (1948), pp. 454-475. 


