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DEUXIEME PARTIE 

Les seiches transversales. 

• 
CHAPlTRE PREMIER. 

THEORIE GENERALE. 

§ 1. EXTENSION A DEUX DIMENSIONS 
DE L'EQUATION DE CHRYSTAL. 

La theorie de CHRYSTAL, qui traite Ie probleme des seiches longitudinales 
dans un lac-canal comme un problerne a une seule dimension horizontale, ne 
peut pas, de cc fait, tenir compte de la for m e de la section droite (supposee 
en toute gcneralite variable Ie long du Talweg) : seule intervient l'a ire de 
cette section droite, ainsi qu'il ressort de l'equation obtenue par CHRYSTAL 

d2u ),u
-+-=0. (1.10)
dv 2 a ('0) 

La denivellation ~ est done supposee avoir la meme valeur Ie long des 
lignes v = Vi (const.), perpendiculaires au Talweg et orthogonales aux rives oppo
sees, et cela d'une rive a l'autre. Si l'on veut etudier Ie role de la forme de cette 
section droite, neglige par la thcorie de CHRYSTAL, il cst necessaire de traiter Ie 
probleme a deux dimensions horizontales : ~ sera dans ce cas fonction de deux 
variables horizontales : l'une, .T, longitudinale, l'autre, y, transversale - ce qui 
permet en principe d'envisager en outre l'apparition d'un mouvement oseillatoire 
transversal. 

On peut aisement etendre a deux dimensions l'cquation de CHRYSTAL. Au 
lieu d'une tranche liquide, eonsiderons maintenant une colonne dont la base a 
pour longueur et largeur dx et dy, et dont la hauteur (egale a la profondeur du 
bassin) sera en general fonetion de x et de y : h= h (x, y). 

L'equation de continuite s'obtient en ecrivant que Ie volume .de la colonne 
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169 DES OSCILLATIONS LIBRES (SEICHES) 

se conserve au cours d'un deplacement (~, 'Yj); on a done (comme precedemment, 
d. pp. 14 sqq.) : 

h (x, y) dx dy ~ [It (x + E, y + -(I) + v~J ( 1 + -ClE) dx· ( 1+ -Cl'1l) dy,
Clx Cly 

d'ou 
hex, y) 

~ = ( Cl~) ( Cl') -h(x+E,y+'1l),
1+--"- . 1+~ 

ClW Cly 
ou 

JClE ClYI r ClIl ClhS= h (x, .II). [ 1- - - - + ... - h (x, y) - S - -'I -- - .. ,
Clx Cly Clx Cly 

(en negligeant les termes superieurs du developpement de McLAURIN, hex, y) 
etant suppose « peu variable» avec x el y), ou encore: 

y Cl r Cl.,= - - [hex, y). ~J - - [hex, .II). Til 
2x Cly 

Posons enfin h (x, y) . (~'~I) = <P (vecteur surface balayee par la colonne de 
base infinimeut petite dx dy, au cours de son deplacement); il vient : 

s= - div <1>. (VJ.l) 

Pour l'equation du mouvement on a, separement (91) 

ou, puisque Ie mouvement est periodique, 

Multiplions encore ees deux equation~ par h (x, y); il vient ainsi (ell posant 
comme d'habitude (1)2/ g = A) : 

).fl> = h (x, y) . grad ~. (VI.2) 

Eliminant ~ ou <P entre (VI.1) et (VI.2) , il vient respectivement 

,,<I> 
grad div <I> + h = 0 (VI.3)

(x, y) 
ou 

Cl [. Cl ~l Cl [ h(x,y)-8SJ +L,=O.y---. h(x,y)- + -. (VIA)
8;1' Clx _ 2.11 Cly 

Reste it fixer les conditions-frontiere. 

(91) cr. LAMB, H., Hydrodynamics, (1945), p. 282. 
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Si Ie lac est borde de to utes parts par des parois vcrticales, on devra avoir, 
tout Ie long de son contour, <P = 0 (pour equation VI.3) et a~/3n = 0 (pour 
l'equation VI.4). Si au contraire Ie lac presente des cotes en pente inclinee, on 
aura la condition: 

-- 3h
(~, 7)) . 3n + ~ (x, y) = o. 

§ 2. ETUDE DE QUELQUES LACS DE LARGEUR CONSTANTE 
ET DE PROFONDEUR VARIABLE. 

Sous cette forme tres simple, Ie probleme a ete pose par K. HIDAKA, qui y 
consacre trois articles assez brefs (92). Voici l'esscntiel des resultats obten us par 
cet auteur. Nous modifions quelque peu ses notations. 

a) Lac de profondeur variable en x seulement: hex, y) = ho(l- x 2 / a2 ) 

(origine de l'axe Ox au milieu du bassin), et de largeur bo (ce qui entraine 
-bo/2 < y < bo/2), en ecrivant bo au lieu de 2b o, afin d'eviter un desaccord 
avec nos propres notations aux §§ 3-4. 

L'equation (VI.4) devient dans ce cas: 

(VI.5) 

et les conditions-frontiere s'ecrivent : 

2ho~ (a)- as (a) = 0; 2ho~ (- a) + a~ (- a) = O. 

Prenons, pour resoudre l'equation (VI.5) , des solutions 

p7ty 
~= cos T' w(x), (p entier pair) 

(q entier impair). 

(92) Cf. HIDAKA, K., Tidal Oscillations in a Rectangular Basin ot Variable Depth, 
Mem. Imp. Mar. Obs., V, 1 (1932), pp. 15-23; VI, 3 (1937), pp. 259-277; Geophys. Mag., 
5 (1932), pp. 265-271. 

Le cas du bassin de profondeur con stan t e (probleme des seiches it. deux dimen
sions) a ete traite en detail par H. LAMB, op. cit., p. 284; il trouve ~ = ~ ~ Amn cos (m'rex/a)

1nn 
cos (n7':yjb) (a, b dimensions du bassin selon Ox, Oy respectivement) et CJ)2jgho = 7':2 (m2/a2 
+ n2jb2), resultat classique bien connu. 
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Introduisons-Ies dans (VI. 5) ; il vient, en ecrivant r pour p et q : 

d [ dwl [W -1 Xl2]- (1- X'2)~. + _r_.- + ---;- w (x') = 0, 'x'!< 1
dx' da;'J (J.~ (J.~ 

ou l'on a pose 

x/a = x'; 

Supposons que w(x) puisse se mettre sous la forme 

OJ 

W (x') = 1: Aj Pj(x'), 
i=O 

ou les Ai sont des constantes et les P/x') des polynomes de LEGENDRE; on obtient 
alors, en introduisant ce developpement de w(x') dans l'equation ci-dessus, des 
relations de recurrence entre trois coefficients Ai de meme parite, dont on deduit 
les equations aux valeurs propres du probleme. Les solutions se repartissent en 
deux classes, symetrique et antisymetrique, correspondant aux polynomes de 
LEGENDRE d'ordre respectivement pair et impair. Pour Ie detail des solutions, 
nous ren voyons a l'article de K. HIDAKA C3 ). Relevons cependant quelques 

valeurs propres : aV),/ho a pour valeurs, dans Ie cas du bassin carre: 

(r = 0) (1' = 1) (r = 2) 

(i = 1) 0,9003 rr/2 1,155 rr/2 2,219 rr/2 

(i = 2) 1,559 rr/2 1,547 rr/2 2,620 rr/2 

(i = 3) 2,205 rr/2 1,993 rr/2 2,957 rr/2 

La comparaison avec un bassin carre de meme surface et de profondeur 
constante, egale a 2h,,/3, de maniere que Ie volume de l'eau contenue dans 
les deux bassins soit Ie meme, montre que pour certains modes la periode d'oscil
lation est allongee, et que pour d'autres eUe est raccourcie, sans qu'on puisse 
apercevoir de relation simple entre la valeur des indices et la modification de 
periode subie par Ie mode correspondant; la table suivante donne Ie rapport des 
frequences du bassin de profondeur variable a celles du bassin de profondeur 
constante : 

(r = 0) (I' = 1) (r = 2) 

(i = 1) 1,103 1,001 1,216 

(i = 2) 0,9549 0,8473 1,135 

(i = 3) 0,9003 0,7727 1,005 

(93) HIDAKA, K., Tidal Oscillations ... , Mem. Imp. Mar. Obs., V, 1 (1932), pp. 15-23. 

I 
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b) Lac de profondeur hex, y) =ho(1- x/a) (origine de l'axe 0:1" au milieu 
du bassin), e1 de largeur bo, d'Oll ~I nouveau -bo/2 < y:::;: bo /2. 

L'equa1ion (VI.4) de\ ient : 

2 [f ;y;'. 2 (J ( .X;) 2"~ ),- : 1 _. I ~ + 1 - - -- + ~ = 0, (VI.6)
2 x \ a) 2x a 2y2 ho 

et les conditions-fron1icre s'ecrivent : 

'1"' 

( 2'-.,) =0; a~ (a) - ho ~(a) = 0, 
2x)x=-a 

ou, en remarqnant que A~= 2~/2X : 

Prenons, pour resoudre (VI .6), des solutions 

~ = cos P T: Y . LC (.:0), (p entier pair)
bo 

qrry 
~ = sin ._- . U' (x), (q entier impair).

Uo 

L'equation prend alors la forme (en ecrivan1 l' pour p e1 q) 

ou, en posant l'T..o/li o = ~r' 2~r(1-.1:/a) = x': 

Ii [ dtc] [I. 1,]({2-- x' - + -. - - - cC U) = 0. 
die' dx' ho:: ~r i1 

Elle admet pour soln1ions 

_~XI (1 ), ([2 ) 

W (x') = e 2 • ®lr 2 - 2ho ~,.' 1, x' , 

ou ®lr (Ct., y, x') designe la fonction hypergeometrique confluente de WHITTAKER 

C4). Comme x' = 0 pour x = 0, la derniere condition-frontiere est satisfaite auto
matiquement (il suffit de faire x = 0 dans l'equation (VI.6) , pour trouver la con
dition-frontiere en question). La seconde condition-frontiere s'ecrit : 

(94) Cf. WHITTAKER, E. and WATSON, N., Modern Analysis, 4e ed, 1950, chap. XVI, 
pp. 337-354. 
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A l'aide des relations classiq ues : 

d~- [0lr (a:, y, X)] = ~ 0lr (rt: + 1, y + 1, x); 

I>: 0JZ, (~+ 1, Y+ 1, x) = (~- y) 0JZ, (a:, y + 1, x) + y 0lr (1):, y, x), 

on en tire l'equation aux periodes : 

0JZ, (- a:,., 1, 4 ~,.) - 2(1 + ~,.) 0JZ, (-rt:,., 2, 4 fj ,.) = 0, (VI.7) 

), a2 1 
ou rJ.,. = - - . CeUe equation possede une infinite de racines positives

2~,. ho 2 
ar=ars (s=I,2 ... ). Soit ars la s· racine: on a alors immediatement 

~ = 21' " ((I. ~)'
h I. -rs + \> ' 

o avo ~ 

formule qui correspond it celIe donnee par H. LAMB pour Ie bassin rectangulaire 
de profondeur constante (d. p. 170, note 92). 

Dans Ie cas particulier ou r=O, la fonction 0lr (-a r , 1, x') se rcduit a une 
fonction de BESSEL; en effet, l'equation en w(x) devient alors: 

d [f X) dW] }- I 1 - - - + . to = o. 
dx \ a dx ho 

Si 1'0n veut des solutions finies en x= a, on doit prendre 

Quand r= 1, on a une ligne nod ale cOlncidant avec l'axe Ox, et s lignes 
nodales perpendiculaires. 

Cas r= 1, s= 0; K. HlDAKA trouve alO c:::: 0, d'ou 

), 7t 

ho ~ ao;, 
et par suite 

9b0 V-r, "'" -' 
110 = V - "a /00 , 

gho 

alors que dans Ie cas de la profondeur uniforme ho (egale it la profondteur 
moyenne du lac de profondeur variable), on avait (formule de MERIAN) : 

I 
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Dans Ie cas de la profondeur variable, Ie rapport des dimensions du bassin 
(2a, bo) influence uonc les periodes d'oscillation : il s'agit bien d'un probleme 
II cl e u x dimensions horizontales. 

Pour r=l, s=l, on a Cll1 = 0,9942, et l'on ohtient A/ho=9,3886/abo• Pour Ie 
bassin de profoncleur con stante, ho, on avait (cf. p. 170, note 92) : 

La periode clu bassin de profondeur variable est donc toujours plus longue 
que celIe clu bassin de profondeur constante (cf. les conclusions des pp. 45-46). 

c) Lac rectangulaire de dimensions a, b, et de profondeur 


4 X2) ( 4 y2"
h (x, y) = Ito ( i - - i - -).
aZ b2 

L'equation en ~ s'ecrit (en posant 2x / a= x', 2y / b = y') 

(VI.8) 

Les conclitions-frontiere sont: 

y 22h J:_ 
'> + - ;;::r ~ - 0, en x, = ± i, 

({ oX 

22h
S+ -b ;-, '1\ = 0, en y' = ± t,

"y 

OU, a cause des equations du mouvement 

2 Ab2 .... 2h 2sAa ~ + 2h . ~S = ° en x' = ± 1 ; - '., + -- . - = ° en y' = ± i.
4 2X' eX' 4 (J y' (J y' 

Pour resouclre (VI.8), K. HIDAKA pose 

00 00 

~ = l:l: Aij Pj(x') Pj(y') 
i j 

(tous les i et tous les j etant separement de meme parite). Introduisant cette 
expression dans l'equation, il obtient une relation de recurrence entre cinq 
coefficients : A i _ 2.j' AiJ- Z ' Ai,;' AiJ+2 , Ai+ 2J • Si ron arrete Ie developpement 
apres m termes en P;Cx') et n ter~es en Pi(y'), il Y aura en tout m n coefficients 
Aii , et Ie determinant-equation aux'valeurs propres sera d'ordre m n. 

" 

K. HIDAKA calcule quelques valeurs propres. En se contentant de prendre 
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In= n= 1, il trollve, pour Ie mode Ie plus bas, alltisymetriyue par rapport a. Oy' 
et symetrique par rapport ~l Ox' : ),a2 /4= 4ho /3 (imlependammcnt d u rapport a/ b). 
En approximation superieure (rn=n=2) on a ),a2 /4=1,279h o (pour a/b=2); 
1,1338 ho (pour ll/b=l); 0,820 ho (pour a/b= 1/2). 

En troisil~mc approximation (rn = n = 3), les resultats sont l'cspectivement : 
Aa2 /4=1,272ho ; 1,103ho; 0,726ho• 

Comparons ces resultats II ceux qu'on obtiendrait pour un bassin de pro
fondeur constante en y, et dont la profondeur maxima serait egale a. 2 ho/3 (de 
maniere a. ce que Ie volume d'eau soit Ie mcme que dans un bassin parabolique 
en y). L'equation (VJ.8) se reduit alors a : 

Oil a immediatement, pou!' Ie Illude fOll(lamelltal (a. un seul IlCPud ell OJ/) : 

), a2 4 
--= h.

4 3 0 

C'est vel'S cette dernicre valeur que tend Aa2 /4 lorsque Ie rapport a/ b cro11, 
c'cst-a-dire lorsque Ie mouvemeut SclOll Ox' devient preponderant; il y a aiJlsi 
« raccordement )) entre Ie probleme a. deux dimensions et celui a. une seule. 

§ 3. LACS DE LARGEUR VARIABLE ET DE PROFONDEUR 
CONSTANTE. 

Supposons que la largeur b(x) du lac ne vade que lentement avec x, 

c'est-a.-dire que b' /b ct b" /b' soient negligeables dcvant l'inverse de l'unite natu
relle de longueur, qui est egale a. A/2rc (A = longueur d'onde de la seiche trans
versale). On verra plus loin !'interet de cette restriction, qui permet de simplifier 
considerablement l'equation aux seiches. 

La profondeur se reduisant it une constante ho, l'equation (VI.4) peut 
s'ecrire : 

I 

Par suite de l'hypothese faite sur b(x) , on aura 8~/,an ~ d~/ cy, de sorte 
que la condition-fronticl'e se reduit a. 8~/ 8y=O. 

12 
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Posons done, afin de satisfaire immediatement a ceUe condition 

prr.1j 
~ ~ cos -_.. w(x)

b(x) , (p  entier pair), 

ou 

y • q rr. y,,= sm -b- . w (x),
(x) 

(q = cntier impair), 

+ b (x) 
2 

- - - -1-----------.. X 
b (x) 

Y= - b (x) 
2 

FIG. 33. 

p ct q designant Ie nombre de nceuds transversaux de la seiche; l'axe Ox est 
equidistant des deux rives entre lesquelles ont lieu les seiches transversales, et 
l'on a, comme plus haut, 

_ b (x) < y < b (x) . 
2 2 

L'amplitude ~ de la seiche est ainsi modulee longitudinalement par la fonc
tion w(x). 
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Introduisant ~ ainsi defini dans l'cquation ci-dessus, et ecrivant r pour p et q, 
il vient (en negligeant (b'/b)2 et b" b'/b'b devant 4,,2/A2): 

(VI.9) 

SuivanL que l'expression 

est positive ou negative, la fonction w(x) aura une allure oscillante ou exponen
tielle amortie. L'apparition de seiches transversales est ainsi conditionnee par 
les variations de largeur du lac: dans les parlies « rennees )), w(x) aura une allure 
oscillante, c'est-a-dire qu'il y aura des seiches, tandis que dans les parties ou 
Ie lac se retrecit, w(x) prendra l'allure d'une exponentielle arnortie, c'est-a-dire 
que les seiches s'evanouiront exponentiellement de part et d'autre des regions 
« ren flees )) du lac. 

OIl peut encore remrlrquer que si b(x) tend vers zero aux extremites du lac, 
w(x) devra egalement y telldre HI'S zero (d 2w / dx2 restant fini !), chose physi
quement intuitive: l'amplitude des seiches transversales doit tendre vcrs zero 
dans les zones Oll la largeur du lac tend vers zero. Si au contraire b(x) ne s'annule 
pas aux extrernitcs (cas d'ull lac « tronquc ))), la seiche pourra continuer a se 
manifester aux extrerniLes, et We;!:) y sera en general different de zero. 

Nous avons pu repcl'f'r quelques cas ou l'cquation (VI.9) admel des solutions 
exactes. 

a) Pre m i e rca s 

bo ctant la largeur a l'origine (x=O), et a ctant une constante (ayant pour (limen
sion l'inverse d'une longueur), dont l'ordre de grandeur sera fixe ci-apres, 
compte tenu de la restriction initiale imposee it la largeurvariable du lac. 

Le champ de la variable x est donne par - 00 <x< 00 (lac de longueur 
infinie) . 

On a b' / b = -a2x / (1 +a2x 2 ). Dans queUes conditions cette quantite 
sera-t-elle negligeable devant 2,,/A? Cette exigence est evidemment remplie 
lorsque Ixl est tres petit (au voisinage de l'origine) ou tres grand. Pour y satis
faire en general, cherchons pour queUe valeur de x la fonction Ia2 x / (1 + a2x 2 ) I 
est maximum, et determinons a de maniere a rendre ce maximum negligeable 
devant 2,,/ A. La valeur cherchee de Ixl est 1/a, et Ie maximum lui-meme 
est Ia/21 : la condition cherchee est done a « 4,,/A. On peut montrer que la 

I 
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seconde restriction (b"/b' « 2rc/A) peut etre remplacee par b"/b «4rc2/A2; 
il suffit pour cela de developper les calculs qui conduisent it l'equation (VI.9). 

CeUe substitution est toute indiquee dans Ie cas present, OU b' s'annule 
it l'origine sans que b" s'y annule, et OU par consequent b" / b' « 2rc/A serait 
irrealisable. 

On a 
b" a2 (1 - 2 a.2 a;2) 

b ~ (1 + a2a;2)2 ' 

fonction dont Ie maximum egale (/.2 et est atteint pour x = O. La condition it 
imposer ici it (/.2 est done (/.2 « 4rc2 / A2. 

Resumant les deux conditions trouvees en une seule, ou a(/.« 2rc/ A. 

Mais, comme A= 2b(x) Jr pour les seiches transversales (l'unite naturelle de 
longueur est ainsi b(.x) / r1':), il faut donc que ron ait (/.« r1':/ b(x). 

Solution de l' equation (VI. 9). 

Dans Ie cas present elle ecrit 

(V1.10) 

Posons A/ho - r2 rc 2 / b~ = [.J. (valeur propre du probleme). 

L'equation (VI.I0) n'est autre que celIe de SCIIRODINGER pour l'oscillateur 
harmonique de la mecanique ondulatoire; ses seules solutions physiquement 
acceptables ici sont : 

_'I''' <X x' (\ F-rc a)
Wn'l' = e b. • Hn a; VTo ' (VI.11) 

Hn designant Ie ne polynome d'HERMITE (n = nombre de nceuds longitudinaux). 

Les valeurs propres du parametre [.J. sont : 

r-rca. 
fln'l' = (2n + 1) ho' 

ou, en revenant a ), 
• J" ,,2 ho a. hoJ' " 
Anr = ---ur:- + (2n+1) -b--' o 

Si ron veut encore normer les fonctions propres W nr ' il suffit de les multi

5plier par la constante [\
V

Jr· 
bo 

a . _1_J ~ C). 

n! 2" 

(95) Cf. PAULING, L. and WILSON, T. B., Introduction to Quantum Mechanics, p. RO. 

I 



179 DES OSCILLATIONS LIBRES (SEICHES) 

Comparons ces resultats a ceux obtenus pour Ie lac de profondeur con
stante flo ct de largcur constante boo La formule de MERIAN donne, pour les 
seiches transversales d\m tel lac (suppose de longueur illimitee, comme celui 
etudie ci-dessus), 

ou 

(on a ici n=O, puisqu'on ne considere qu'une seule dimension), alors que la 
formule trouvee pour Ie lac de largeur variable donnait (avec n = 0) 

Tl en resuIte que la pcriode propre du lac de largcur variable est plus courte 
que celIe du lac de largeur constan te, ainsi qu'on pouvait s'y attendre ~l cause 
du retrecissement de part et d'autre de l'origine. 

Pour les seiches sans nceuds longitudinaux, Ie rapport des periodes est 

T,:on.t. ~.bo --= 1+-. 
T var. r'lt 

S'il y a des nceuds longitudinaux (pour les seiches du lac de largeur variable 
seulement !), ce rapport devient 

'feonst. _ V 2 n + 1 rx bo
T - 1 + .-. 

var. r 'it 

La presencc de ces nceuds longitudinaux produit donc un effet inverse de celui 
des nceuds transversaux, puisqu'il accentue l'ecart entre les dcux periodes, alors 
que l'augmcntation du nombre r de nceuds transversaux tend a reduire cet ccart. 

b) Deuxieme cas 

bo designant la largeur du lac a l'origine (x=O), et 1 sa longueur. Le champ de 
Ja variable x est donne par -l/2 .;;; x .;;; lj2 (lac de longueur finie). 

Dans queUes conditions aura-t-on 

b' 2 r: b" 4 'lt2 

-« - et b« A2 ?b A 

On a 

b' r: 'Ita:: 
- = - - tg- o 

b l l 

I 
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Par suite, la premiere incgalite exige 

I "XI 2Ztg -Z- «A 

ou, puisque A = 2b(x) / r : 

I ,-xI rZ 
tg -Z- «b (x)' 

ou enfin, a cause de la definition de b(x) : 

Comme Isin (r..x/l) I ne peut depasser 1, il faudra que l'on ait bo « rl, l' etant Ie 
nombre (entier et positif) de Il(Buds transversaux. II suffit donc que la largeur 
du lac (a 1'0rigine) soit negligeable devant sa longueur. 

La seconde inegalite exige 

1 },2 

fz « b2 (x) , 

c'est-a-dire b2(x)« 1'2[2, inegalite automatiquement rcalisee des que ron a 
bo « 1'l. 

L'equation (VI.9) prcnd ici Ia forme 

A r2 ,,2 0; X]
w" + [ - - - sec2 - w (X) = 0 (VI.12)

Ito bg Z ' 

dont les seules solutions physiquement recevahles iei sont : 

"X 
W (;x;) = cos" -Z-, (VI.13) 

ou n est un nombre positif supeneur a 1 (96), entier ou fractionIlaire, defilli 
par n(n-1)=r2 [2/b o , equation qui n'admet qu'une seule racine positive.2 

La condition bo « rl entraine que Vn (n - 1) est un grand nombre; si ron 

prend Vn (n -1) ~ n, on an:::: VI'l /bo. Comme la valeur propre A est donnee 
par A = n2 rr. 2 ho /F, valeur (longitudinalement) unique, a cause de l'unicite de 
n (a chaque valeur de T' correspond une seule valeur de n), on a approximati
vernent 

(96) n < 0 entrainerait w ---+ 00 pour Ix 1---+ l/2; 0 < n < 1 rendrait w' infini pour 
Ixl~ l/2. 
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Comme A ~ T-2 , on voit que Tr ~ 111', c'est-a-dire que les frequences sont 
des multiples entiers de la frequence fondamentale, du moins ~. l'approximation 
adoptee. 

D'autre part, plus I est grand devant bu, plus aussi n sera considerable: 
c'est-a.-dire, plus Ie lac se rapproche d'un canal etroit, plus la seiche est con
centree dans une region etroite situee de part et d'autre de l'origine. Par 
exemple, pour 1 = 40b o (en prenant 1'=1), c'est-a.-dire n :::: 40, cos" (re:r/l) n'est 
plus que de l'ordre de 0,015 pour Ixl = 5,8 bo : la seiche ne sera done « impor
tante)) que dans la region --5,8b u <;; x <;; 5,8bo soit dans Ie quart de Ia lotlgueur 
totale du lac. Pour 1=400bo (1'=1), c'est-a.-dire n ':::: 400, cos"(rexll) est inferieur 
it 0,01 pour Ixl ==22 bu, de sorte que la region affectee par la seiche n'est plus que 
Ie dixieme environ de la longueur lotale du lac. Apparemment· il y a Ia. un para
doxe; en realite, la signification du phenoll1fme doit etre la suivante : des seiches 
transversales 10 cal e s sont impossihles dans un lac-canal de Iargeur et de 
profondeur constantes. En effet, Ie cas limite du lac de largeur b(x) = bo cos (rex I1), 
lorsque bo devient de plus en plus petit devant 1, n'est autre qu'un canal de lar
geur et de profondeur constantes; la region affectee par les seiches devenant de 
plus en plus etroite, les seiches 10 cal e s doivent disparaitre completelnent a. 
la limite, la zone ou cUes peuvent se produire devenant nulle a. la limite. Des 
seiches transversales g e n era I e s an contraire sont possibles dans un lac-canal 
de largeur et de longueur constantes, mais ceci ne releve plus du probleme traite 
ici : on retomhe dans Ie cas classique du lac rectangulaire de profondeur con
stanle, ou Ie mouvemenl aurait lieu dans Ie sens de Ia « largeur i), c'est-a.-dire de 
la plus petite dimension horizontale. 

§ 4. CAS DU LAC DE LARGEUR VARIABLE ET DE PROFONDEUR 

VARIABLE. 

Supposons que Ia profondeur variable h soit une fonction de :r: seule
ment: h = h(x); Ie fond du lac est ainsi une surface cylindrique, dont Ia 
gcneratrice est parallele a. Oy (x = variable longitudinale, y = variable transver
sale; -b(x)/2~ y ~b(x)/2, comme plus haut). Conservons en outre les hypo
theses faites precedemment sur la Iargeur du lac (a. savoir b'lb et b" Ib' negli
geables <levant l'inverse de l'unite uatuI'elle de longueur, cf. p. 175); supposons 
enfin que h'w'l hex) soit ~ son tour negligeable devan t l'inverse de l'unite natu
relIc de longueur. II vient ainsi, en posant comme precedemment: 

yo p'TtY ()
" = cos -b- • W J; (p = entier pair)

(x) 
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ou 

~ = sin q .. y . 10 (x) (q = entier impair), 
b (:1:') 

d2 w [), '}.2 ;:2 J 
(VI.14)dx2 + h (x) - hZ (X) w (x) = 0, 

(1' designant p ou q suivant Ie cas, c'est-a-dire Ie nombre de namds transversaux). 
C'est la resolution de cette equation, dite « equation en w(x) )), qui fournira un 
premier proet'ide de calcul des seiches transversales. 

~ r r 
§ 5. METHODES NUMERIQUES DE RESOLUTION 

DE L'EQUATION EN w(x). 

Les deux methodes qui vont etre exposees dans ce paragraphe necessitent 
une « regularisation » prealable du lac, de maniere a ce que l'equation a 
resoudre prenne la forme aisee a traiter : 

1I~" + [h ~X) - ;~2(:J w = O. (VI.14) 

La profondeur, qui en general sera fonetion de x et de y, devra donc eire 
modifiee de maniere a n'etre plus fonction que de x seulement, et cela de telle 
sorte que les periodes transversales soient alterees Ie moins possible. 

Si les sections droites (perpendiculaires au Talweg) sont de forme sensible
ment rectangulaire, on pourra se contenter de remplacer dans chacune d'elles 
la profondeur (variable en y) par une profondeur moyenne h(x) , definie par 
h(x)=S(x)/b(x). Si au contraire la forme des sections droites en question s'ecarte 
notablemellt de la forme rectangulaire, on devra calculer pour chacune d'elles 
Ulle profolldeur « reduite » H(x) , constante pour chaque section et telle que la 
periode d'oscillation a l' nceuds d'un bassin de Ion g u cur b(x) et de profondeur 
H(x) soit egale a la periode d'oscillation a l' namds d'un canal de longueur b(x) 

et dont la profondeur varie comme celIe de la section droite etudiee; en general, 
cette profondeur « reduite)) pourra varier d'un mode a l'autre, et sera des lors 
designee par Hr(x). Le calcul des periodes de chaeune des sections droites se fera 
Ie plus commodement par la methode de DEFANT (cf. pp. 56-60); la profondeur 
« reduite» Hr(x) s'obtient ensuite salis difficulte par la formnle de MERIAN. En 
design ant par "-r(x) la valeur propre = 47t2 / gTr2 du rO mode de la section droite 
etudiee, on obtient : 

(V1.15) 

Lorsque ces calculs preliminaires sont termines, Ie lac se trouve decompose 
en bassins de profondeurs « uniformes » (c'est-a-dire independantes de y, m:ais 
variant en general d'un bassin a l'autre) et de « longueurs» b(x). L'equation 
en w(x) sera donc bien de la forme (VI. 14) . 
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L'etape suivante est la recherche des zones ou les seiches transversales 
peuvent apparaltre. On a vu plus haut (p. 177) que l'equation (VI.14) admet des 
solutions de type oscillant ou de type exponenticl amorti suivant que la fonction 
A/ hex) - r2n2/ b2(x) est positive ou negative (A = 4n2 / gT2 etant pris egal a une 
de ses valeurs propres). Les seiches apparaitront donc dans les regions ou 
H(x) jb 2 (x) est minimum, et disparaitront exponentiellement a quelque distance 
a gauche et a droite de ces minima. Leurs periodes, ou, ce qui rev'ient au meme, 
leurs valeurs propres, seront delerminees par la condition-frontii"Te d'evanescence 
exponentielle; pratiquement, il suffira evidemment que w(x) et w'(x) tendent 
exponentiellement vers zero a quelque distance de part et d'autre des points ou 
II/b 2 est minimum pour qu'on puisse considerer les conditions-frontiere comme 
satisfaites. 

La recherche de A,. se fait par essais successifs, une premiere valeur d'essai 
etant fournie, par exemple, par la moyenne des A,.(X) de la region etudiee. On 
introduit la valeur a essayer dans l'equation (VI.14) et on resout celle-ci par une 
des deux methodes suivantes. 

a) Pre m i ere met hod e. - Elle repose sur l'emploi des formules de 
differences finies, du type des formules (11.4-5) C1), dont on elimine les de~ivees 
secondes a l'aide de l'equation (VI.14) elle-meme, et dont on neglige les termes 
en !.lx', !.lx 6 , etc., contenant des derivees d'ordre superieur au second. 

La premiere des deux formules ci-dessus donne ainsi, ell posant pour sim
plifier, 1'2 n2 / b2 (x) - A/H(x) = Q(J:) , 

I 

(VI.16) 

oU Qn est fonction de x et de A,. (desormais independant de x) : Qn = Q(x", AJ. 

A cause de l'inevitable incertitude (erreurs de mesures et imprecision rela
tive des cartes a petite echelle) sur les donnees bathymetriques, et aussi it cause 
de la simplification que constitue deja l'introduction de la profondeur reduite, 
H(x), il sera en general inutile de recourir a des formules tres raffinees, necessi
tant des calculs plus long-s, plutot qu'a des formules plus :-;imples et d'emploi 
plus commode. Des exemples numeriques montreront qu'on arrive it des resultat1! 
excellents avec la premiere des deux formules, et cela avec un !.lx relativement 
grand. La delimitation de la region a etudier se fait en pratique au juger; on 
verra du reste que la methode est suffisamment stable pour que les resultats 
numeriques ne soient gut~re affectes par des differences notables dans la maniere 
de delimiter la region it seiches. A cause des conditions-frontiere, la valeur ini
tiale de 10, soitwo, sera prise nulle; 'WI est ensuite ehoisi arbitrairement, et les 
valeurs successives 102 ,W3 ••• se calculent sans difficulte it l'aide de la relation 
(VI.16). Lorsque la fonction w(x) construite ainsi point par point presente une 

(97) Cf. p. 62, et MILNE, W. E., Numerical Calculus, pp. 138 sqq. 
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allure satisfaisante (cL ci-dessus, page 183), la valeur propre I"~ sera consideree 
comme suffisamment exacte; les exemples numeriques traites plus loin montre
ront du reste l'extraordinaire sensibilite de la methode: un ecart dc quelques %0 
entre deux valeurs d'essai suffit parfois a modifier considerablement I'allure des 
w(x) correspondallLs. 

b) Sec 0 n de met hod e. - Elle consiste it decomposer l'equaLion 
(VI.14) en deux equations dii'ferentielles du premier ordre et ~l resoudre simul
tanement celles-ci it l'aide (l'un schema de calcul (ou Ies differentielles sont 
remplacees par des differences fillies) entierement analogue a celui utilise dans 
Ia methode de DEFANT (d. pp. 56-60). 

L'equation 
') .,2 ;:2 ]" ~r I (VI.17)

W + [ 
H (x) - b2 (x) W = 0, 

soumise aux conditions-frontiere w( ± 00) = 0 (decroissance exponentielle de w 
de part et d'autre de la zone 011 peuvent apparaitre les seiches), peut s'ecrire (en 
negligeant de noter l'indice r de I,) 

w 
w" + --- ° e(x, A) = , 

ou l'on a pose 
1 A rZ 7t2 

0(07, }) = H (x)  bz (x)' 

ou 

Au cas ou Ie lac ne s'etend pas it l'infini dans les deux directions de l'axe Ox, 
ct ou l'une au moins des deux grandeurs b(x) et II0.r) s'annule aux extremites 
du lac (ce qui y entraine 6ex, I,) = 0, it cause de la definition mcme de 6), on aura 
evidcmment w = 0 aux extremites, w" ne pouvant pas y devcnir infini. 

Posons encore 

d [ J dww (x) = a(x, A) • Y (x) et - 0(x, A) • Y (x) - = - p(x, ),).
dx dx 

L'equation (VI.17) s'ecrit alors : 

dp 
- (ZX + y (x) = 0. (VJ.1S) 

Remplac;ons les differentielles par des differences finies : il vient 

1 S.v~p -- y (x) . .:lx, y (x) = - n--) p(x, A) dx 
IJ (x, ,) 

o 
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ou, ell differences finies et en supposant numerotes les points de division (xo, Xl'" 

xn) : 

Les fonctions ,,((X) et p(x, A) peuvent ainsi se calculer aisement point par 
point; Sex, J,) est COrulU a l'aide des mesures bathymetriques effectuees sur Ie 
lac, et Ie parametre A est une valeur d'essai. Pour chaque nouvelle valeur de A 
que l'on veut essayer, il faut evidemment dresser une nouvelle table de S. 

Le schema du caleul a suivre pour la resolution de l'equation (VI.18) peut 
alors se l'epresenter comme suit 

(po est choisi arbitrairement) 

" 
Uk = - L ~J ~ vHI ; 

j=J 

" 
WIt = - ~ pj Il XHI ; 

j=Q 

(les indices se rapportant, comme d'habitude, aux points de subdivision.) 

Si l'on compare ce schema a celui utilise dans la methode de DEFANT pour 
la resolution de l'equatioll de CHRYSTAL (seiches longitudinales, p. 58) : 

d2 u ),u
-+-=0 [u(O)=u(a)=O].
dV2 a (D) 

a savoir : 

on voit que, form e II e men t : X joue Ie role de v (aire de la surface libre, 
prise comme variable independante); w(x) joue Ie rOle de u(v) (volume d'eau 
deplace par la seiche en un quart de periode); p(x, A) joue Ie role de ~ (elongation 
verticale); O(x, A), celui de !j(v) jA [!j= S.b, S etant l'aire de la section droite, 
perpendiculaire au Talweg, et b la largeur a la surface libre]; "(x) enfin, celui 
de ),~j h(x). 

Dans la pratique, l'application de la methode presente sera un peu moins 
commode que celIe du procede de DEFANT, puisque pour chaque nouvelle valeur 
d'essai de A il faudra dresser une nouvelle table de la fonction Sex, A), alors que, 
dans Ie procede de DEFAl'<T, J, est simplement un facteur. Cette complication est 
inherente au probleme lui-mcme, et par suite, impossible it elilniner. 

Comparons du point de vue theorique les deux methodes qui viennent d'etre 
exposees. 

Dans la premiere, on utilise la formule w,<+J = 2u\-w',_J + LlX2.W"k+ ... 

(termes qu'on neglige), qui devient, en faisant usage de (VI.17) et en intro
duisant les notations de la secollde methode : 

I 

(VI.19) 
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Mais on a pose Wk = 6k Ik et Ik!1X = !1PI': il vient ainsi 

W,,+l = 'i!Wk - tC"_l -/lPit . /lm 
= 2w" - W'H - (Pit - P"_I) /lm 
= 2Wk - W,.._I + /lw" -/lWk_I' (VI.20) 

Par definition, on a wk = w lI _ 1 + !1wk ; (VI.20) donne des lors: W"+l = w~ 
+ (2!1w k - !1W"_l)' alors qu'en vertu de la definition on devrait avoir WX+I = wit 
+ !1U',,+l' On voit done que l'expression 2!1wk -!1w"_1 joue Ie role de !1W"+l; autre
ment dit, c'est comme si la relation (VI.19) avait ete appliquee, limitee cettc 
fois a ses deux premiers termes, a !1w"+l lui-meme. 

Les deux methodes sont done bien distinctes. La premiere notamment 
necessite l'emploi d'un !1x constant, ce qui n'est pas rcquispour la seconde. 

Du point de vue pratique enfin, la premiere methode sera nettement plus 
rapide, bien qu'un peu moins precise que la seconde. Neanmoins, nous verrons 
plus loin que Ie supplement de precision auquel on peut aboutir est trop faible 
pour justifier Ie supplement considerable de calculs numeriques qu'il exige. 

c) Application nurnerique de la premiere methode. 
Soit un lac dont la largeur est dOIlIH~e par 

bZ 1m) = b~ (m) 
\ 1 + a,2a;2 

avec: bo = 15 km, a = 0,2 (unites de longueur)-l (98). 

Supposons constante la profondeur h du lac: ho= 200 m; admettons en 
outre que Ie lac soit limite par deux murs plans verticaux, perpendiculaires a Ox, 
et situes a 30 km chacun du centre du lac. 

L'unite naturelle de longueur, pour la seiche transversale uninodale, est 
ainsi egale a 

bo 15 X 105 cm 
soit pres de 4,8 km. 

7t 7t 

En vertu du resultat obtenu page 178, la valeur propre correspondant a 1'0s
eillatioIl a un nceud transversal (r= 1) et sans nccuds longitudinaux (n = 0) est 
donnee (de maniere exacte si Ie lac s'etendait a l'infini dans les deux directions 

(98) On verifie immediatement que pour cette valeur de les conditions de « faible0(, 

variation de la largeur b(x) » sont satisfaites (cf. pp. 177-178) : 

b' a,2a; a,2 (1 - 2 a,2 a;2) 
etb = - 1 + a,2a;2 (1 + a,2 a;2)2 

sont bien des quantites petites respectivement devant 7t Ibo et 7t 2 Ibg. 

I 
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en x, mais avec une approximation suffisante pour Ie cas qui nous occupe) par 

A _ 71:2 ho 71: cx ho 
01 - b6 + bo ' 

ou 

AOI 71:2 ( bo).
- =- 1+cx

ho b~ 71: ' 

c'est-a-dire, puisque (J. = 0,2Ttjbo, 

..., 2 .. 
l'Of 71: - - 1 ') . -.Ito - , ~ b2 

On en tire: T2 = 4b5 j1,2gho = 0,382263 x 106 sec2, c'est-a-dire: 
T= 618,27 sec. 

Divisons Ie lac en dix tronr;ons egaux (suivant l'axe Ox); on a donc Llx=0,4 Tt 

unites de longueur = 0,4b o = 6 km. 
En prenant comme valeur d'essai de )'01 la valeur exacte 1,2 hoTt2 jb o2 , on 

aura la table suivante, OU l'on a calcule w(x) a l'aide de la formule 

'Wn+! = 2w" - W n-. f + Ilx2 . Q" . w". 

Comrne 

cette formule peut s'ecrire 

w(x)ISection x (a2x2 - 0,2) 
(en unites nO (en unites bo) (nombre pur) de longueur arbitraires) 

I 

-2,00 1,379137°1 -1,60 0,810647 °1 
2 -1,20 0,368489 3,280123 
3 -0,80 0,052662 7,468932 
4 -0,40 -0,136835 12,2788C1 
5 0,00 -0,200000 14,435559 

6 0,40 -0, 13C835 12,033112 
7 0,80 0,052662 7,030536 
8 1,20 0,368489 2,612623 
9 1,60 0,810647 -0,285019 

10 2,00 1,379137 -3,547520 

L'allure de w(x) dans les dernieres sections du lac (8-9-10) n'etant pas satis
faisante eil ne peut pas y avoir de necud longitudinal !), il Y a lieu de recom
mencer avec une autre valeur d'essai pour A01 • 
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Prenons AOl=1,19xhoTI2/bu2 (T = 620,87 sec). On obtient alors la table 
suivante : 

I 
w(x)

Section x ((l2X2 - 0,19) 
(en unitesnO (en unites bo) (nombre pur) de longueur arbitraires) 

-2,00 1,389137 
I° 1 -l,tlO 0, 820tl47 ° 1 

2 -1,20 0,378489 3,295914 
3 -0.80 0,062tltl2 7,561750 
4 -0,40 -0,126835 12,575835 
5 0,00 -0,190000 15,071108 

tl 0,40 -o,12tl835 13,044505 
7 0,80 0,062662 8,405220 
8 1,20 0,Cl78489 4,597647 
9 1,60 0,820647 3,5Cl802Cl 

10 2,00 1,389137 7,06ClCl7Cl 

On voit que eeUe fois-ei, au lieu de decroltre exponentiellement, w(x) recom
mence a croitre dans les dernii"res sections du lac; il faudra done corriger a 
nouveau AOI, mais dans l'autre sens. Remarquons l'exireme sensibilite de la 
methode: un eeart de moins de 1 %entre les deux valeurs de 1,01 suffit a modifier 
entierement l'allure de v{r) a l'exlremite du lac. 

Prenons maintenant AOl = 1,197 X hoTI2/b02 (T 619,05 sec.). 

On irouve alors : 

w(x)
Section x ((l2X2 - 0,197) 

(en unitesnO (en unites bo) (nombre pur) de longueur arbitraires) 
I 

° -2,00 1,Cl821Cl7 
1 -l,GO 0,81Cl647 °1 
2 -1,20 0,371489 Cl,284860 
Cl -0,80 -0,055tltl2 7,496724 
4 -0,40 -0,lCl3835 12,3675:l5 
5 0,00 -0,197000 14,62/154/1 

6 0,40 -0, 1ClCl835 12,ClCl2012 
7 0,80 0,055662 7,433185 
8 1,20 0,Cl71489 3,187720 
9 1,liO 0,81Cl647 0,812274 

10 Z,OO 1,3821Cl7 -0,519514 

w(x) peut a present etre eonsidere comme saiisfaisant; une valeur probable
ment meilleure pour AOl serait 

1,1967 X ho nt / b~ (1' = 619,13 sec.). 
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En considerant cette derniere valeur comme la valeur « exacte » obtenue 
par la methode appliquee ici, on voit que l'erreur ainsi eommise sur )'01 est 
inferieure a 0,3 %, et celle commise sur TOl inferieure a 0,14 %. L'amelioration 
que 1'0n pput esperer en utilisant des formules de differences finies plus raffinees 
cst donc entierement negligeable, et l'on se contentera, dans les calculs nume
riques des chapitres suivants, de la formule employee ici. 

Remarquons egalement, a propos de cet exemple numerique, que l'unite 
naturelle de longueur s'elimine d'elle-mcme; il ne subsiste que l'unite arbitraire 
choisie pour w(;r), qui possede les dimensions d'une longueur. 

§ 6. NOUVELLE METHODE 


DE RESOLUTION DE L'EQUATION DE CHRYSTAL 


ETENDUE A DEUX DIMENSIONS. 


[Equations (VI.1) a (VIA).] 

Le sued~s des methodes exposees dans les paragraphes precedents reposait 
essentiellement sur la possibilite de separer les deux variables spatiales J: et y 
(appelees respectivement variable « longitudinale » et variable « transversale» 
dans les pages qui precedent), et de ramener ainsi Ie problerne a deux dimensions 
fl un probleme a une seule dimension. Afin de rendre eeUe separation possible, 
on avait du introd uire l'hypothese de la « faible variation » de b(x) et, even
tuellemcnt, de hex) (pp. 175, 181). 11 est aise de montrer que si cette hypothese 
cesse d'etre valable, la separation des variables x et y n'est plus possible. On a 
beau poser 

'I' cos ~ r 'IT. y
i,=. --.u;(x) 

sm b(x) 

(ou, pour plus de raffinement, E etant une constante petite devant l'unite, 

'I' [Sin 1r'IT. y cos I r 'r; y ] 
1-,= cos\b(X)·w(x)+€'sinlb(x)'z(;C), 

les fonctions w(x) et z(x) etant encore reliees entre elles par la condition-frontiere 

8s 8 ~ 8~ 
- =- nx + - .. n = 0 
817 8x 8y Y 

les parois ctant supposees verticales) , on obtient inevitablement nne equation 
differentielle en w OU y reapparait, ce qui montre que l'hypothese de la separa
bilite des variables contenait une contradiction interne, non apparente a pre
miere vue. 

Mat hem a t i que men t, on Ie veri fie en developpant les calculs [I partir 
des cgalites posees quelques lignes plus haut pour ~. 
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Ph y s i que men t, la chcse peut s'interpreter comme suit. Aussi long
temps que la largeur du lac varie « tres peu » Ie long du Talweg, on peut consi
derer les sections droites x= const. comme pratiquement orthogonales aux parois 
laterales du lac, et, par consequent, admettre que Ie mouvement d'oscillation 
transversale se fait par tranches sensiblement paralleIes a l'axe Ox. Si de plus h 
est constant en y (ou rendu tel par une « regularisation » convenable des sections 
droites perpendiculaires au Talweg), il est legitime de poser ~ proportionnel a 
sin [q7ty/b(x)] (q=entier impair) - ou acos [p7ty/b(x)] (p=entier pair), suivant 
qu'on s'interesse aux modes antisymetriques (namd au centre) ou symetriques 
(ventre au centre). Mais des que la largeur du lac cesse d'etre « peu variable» 
Ie long du Talweg, 1'0rthogonalite cesse d'exister entre les parois laterales et les 
surfaces x = const., et Ie mouvement, au lieu de se faire par tranches paralleles 
a Ox, d' epaisseur pratiquemen:t con s tan teen x, et orthogonales aux fron
tieres du lac aux extremites (x=a., x=~ par exemple), va maintenant avoir lieu 
par tranches d'epaisseur val' i a b I e en x et orthogonales au contour incune 
de la region ou on t lieu les seiches (cf. fig. 34). Si l' on voulait encore tenter de 
representer ~ a l'aide de sin ou de cos, Ie role de y serait joue a present par une 
coordonnee curviligne orthogonale aux courbes ~ = const. Par suite, en coor
donnees x, y il n'y a plus en general possibilite de separer les variables spatiales, 
et 1'0n se trouve devant un veritable probleme de seiches a deux dimensions. 

De la l'idee de resoudre Ie probleme a l'aide de cooi-donnees curvilignes, 
ce qui permettrait a nouveau de separer les deux variables spatiales. 

On a obtenu plus haut (pp. 168-170), pour l'equation de continuite : 

~ = - div <I> (VI.1) 

(<1> design ant Ie secteur surface balayee par une colonne de base infiniment petite 
dxdy au cours de son deplacement: 

<I> = h (:l:,y) . (Cri), 

~ et rJ etant les composantes de ce dernier) et pour l'equatioIl du mouvement: 

),<1> = h (x, y) . grad ~. (VI.2) 

Au lieu des coordonnees (x, y), introduisons des coo r don nee s cur vi
1 i g n e s definies comme suit (d. fig. 34) : 

Une famille de courbes ~ = const., Ie long desqucllcs ~ conserve une meme 
valeur; lorsque Ie lac est limite par des parois verticales, ccs courbes sont ortho
gonales aces parois. 

Une famille de courbes X = const., orthogonales aux precedentes; les rives 
du lac, lorsqu'elles sont constituees par des parois verticales, appartiennent par 
consequent a cette famille. 

Pour des lacs reels, ces deux familles de courbes se tracent au juger; ceci 
est largement facilite par Ie fait que la famillc ~ = const. peut etre prise ortho

I 
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gonale aux rives du lac: il suffit pour cela de « rogner » les rives en pente tres 
douce, de maniere a pouvoir assimiler Ie nouveau rivage a une paroi verticale 
(comme on l'a deja fait precedemment cf. pp. 91, 110). On verra du reste plus 

famille 
'II = const. 

b 

cote d'eq. y = 


-b 
cote d'eq. y = 

2 

famille X= const. 

FIG. 34. 

loin que de notables inexactitudes dans Ie trace de ccs courbes n'influenccnt que 
faiblemcnt les periodcs d'oscillation calculees. 

Transformons maintenant l'equation de continuite. On a, en vertu du theo
rcme de la divergence: 

Sdiv (I> d,,: = ~ cfJ dS 

I 
13 
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(d't = clement de volume, dS = element de surface); par suite (VI.1) devient: 

-S ~ d';" = f <1> d S. (VI.21) 

Le second membre de cette egalite designe Ia somme des flux sortant d'unc 
suite de colonnes elementaires, de volumes h(~, X) d~ dX. Mais, comme pour 
chacune de ces colonnes deux faces seulement (de la famille des ~ = const.) 
contribuent au bilan du flux, on peut ecrire, pour une colonnc comprise entre 
Ies sections ~ = h-l ( = const.) et ~ = ~k (= const.) d'une part et X = Xl-' et 
X= Xl d'autre part, et qui sera appelee Ia ke colonne du le filet: 

(VI.22) 

(Ie flux sortant ctant compte negativement, ce qui est contraire a ce qui se fait 
d'habitude, mais permettra dans Ie cas present d'aboutir a des formuies en tout 
point analogues a celles de DEFANT, utilisces dans Ie calcul des seiches longitu
dinales). Faisons main tenant successivement k = 1,2 ... j, et additionnons Ies 
egalites obtenues; il vient : 

(VI.23) 


'tjl designant Ie volume des .i premieres colonnes elementaires composant Ie ze 
filet, ct <1>01 etant evidemment nul. 

Si l'on fait la somme de toutes les egalites (VI.23) qu'on peut ecrire en 
prenant successivement l = 1,2... n, c'est-a-dire si l'on additionne les colonnes 
elementaires comprises entre les surfaces ~=~j_! et ~=~i' Ie volume elcmen
taire a considerer sera celui d'une tranche (la r tranche), et sera appele d't j • 

A <l>i' qui, en general, varie tout Ie long de Ia tranche (mais d'autant plus faible
ment que celle-ci est plus mince), on substituera pour Ie cal cuI numerique 
un <I> m 0 yen, note <I> et defini par 

4y=Ii/2J <l'jl dS jl (y) = <t>j Sj' 
y=-b/2 

l'integration eLant effectuce d'une rive a l'autre, c'est-a-dire sur toute la largeur b 
du lac (d. fig. 34). 

A cause de la definition des coordonnees curvilignes adoptees, ~ est constant 
tout Ie long d'une meme tranche; Ia sommation des (VI.23) sur toute une tranche 
donne done: 

ou, en procedant par elements finis: 

(VI.24) 
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On aboutit a une formule un peu plus simple si l'on remarque que d'1: 

= h(~, X) d~ dX et que 

une simplification par h (~, X) conduit alors sans difficulte a la formule 

(VI.25) 


011 cp dcsigne Ie vecteur (~,-Y)) (9j eiant un cpj moyen analogue au <D j moyen defini 
ci-dessus), et LlVk l'eiement de surface libre correspondant a chaque tranche 
curviligne. 

On peut naturellement retrouver les memes resultats en refaisant en coor
donnees curvilignes (~,X) Ie raisonnement de G. CHRYSTAL sur la conservation 
du volume d'une tranche liquide dans un deplacement cp. De toute maniere, on 
se trouve ramene en fait a un probleme a une seule dimension. 

Pour l'equation du mouvement, appliquee a la j" colonne du le filet, on a 
immediatement, par (VI.2) 

(VI.26) 


d' 011 l'OIl tire, pour calculer ~J : 

Comme ~ est constant Ie long des courbes ~ = const., cette dernicre egalite 
peut s'ecrire, en prenant 

comme (( largeur » moyenne de la tranche: 

~J = ~J-i + jJfj ~;Pj' (VI.27) 

Les egalites (VI. 24) , (VI.25) et (VI.27) vont permettre Ie calcul des seiches 
point par point; la valeur de la denivellation ~ initiale, c'est-a-dire existant dans 
la (( tranche )) avoisinant la rive qui sert de point de depart, cst choisie 
arbitrairement. 

A la valeur propre I- on attribue une valeur d'essai, et celle-ci pourra etre 
considerce comme satisfaisante lorsque ~ ~k Llv k , masse cl' eau dcplacee dans Ie 
mouvement oscillatoire en un quart de periode, s'annule sur l'autre rive du lac, 
comme l'impose evidemment la conservation de la masse d'eau en oscillation. 

Exemples d'applications numeriques. 

a) Soit a caleuler la periode du mode fondamental (antisymetrique) d'un 
bassin c i I' cuI a ire d e pro f 0 n d e u I' con s tan t e . 
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Donnees numeriques : rayon = 10 km; profondeur 100 m. 

Le probleme est resoluble de maniere rigoureuse a l'aide des fonctions de 
BESSEL (99); on trouvc pour la valeur propre : 

4 ;;:2 3,38H 
11.=----
ri - gho 'ft -- ([2' 

a designant Ie rayon du bassin, ce qui nous donne dans Ie cas present 

Ti ~ 0,0118746 x 108 scc. 2 ou Tl ,....., 1090 sec. = 18 min. 10 sec. Pour Ie 
calcul approche a l'aide de la methode qui vient d'etrc decrite, divisons Ie bassin 
en 10 compartiments, dont les lignes de demarcation sont tracees au juger, 
orthogonalement au contour. 

Afin de mieux pouvoir juger de la stabilite de la methode, les mesures ont 
ete faites sans grande precision, et l'on a fait les calculs deux fois, d'apres deux 
« cartes» differentes, la seconde etant moins exacte encore que la premiere. 
Malgre Ie petit nombre de compartiments utilises et Ie peu de precision des 
mesures, effeciuees a la regIe sur les cartes en question, la valeur propre fJ-l 
obtenue a l'aide de la premiere « carte» est egale a 3,388/a!l, soit une valeur 
pratiquement exacte (moins de 0,03 % d'erreur !); la seconde « carte » (moins 
bonne que la premiere) pennet encore d'arriver a fJ-l = 3,25/a2 , d'ou T1 
1113 sec., valeur qui ne differe que de 2 %de la valeur cxactc. 

Voici les deux « cartcs » pour un quart de bassin, et la table de mesures 
relative a chacune d'elles. 

Carte I Carte II 

Section 
nO 

I1v S 11~ I1v S 110/ 

km2 km2 km I km2 . km2 km 

1 4,01 0,35 2,29 3,18 0,30 2,120 
2 11,74 0,G5 2,35 9,56 0,575 2,185 
3 17,51 0,85 2,33 15,44 0,77 2,296 
4 20,86 0,96 2,30 22,595 0,9:3 2,658 
5 23,45 1,00 2,39 2G,724 1,00 2,769 

G 23,45 0,96 2,39 26,724 0,93 2,7G9 
7 20,86 0,85 2,30 22,595 0,77 2,658 
8 17,51 0,65 2,33 15,44 0,575 2,296 
9 11,74 0,::15 2,35 9,5G 0,:30 2,185 

10 4,01 ° 2,29 3,18 ° 2,120 

Hem a r que. - Les .:1V et les S ont ete mesures pour un demi-bassin seule
ment. L'egalite (VI.25) montre que '9 n'en est affecte. 

(99) La solution en est donnee dans LAMB, H., op. cit., § 191, pp. 284 sqq. 

I 
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~____-L______i-____~______~____~~=% 

FlG. 35. - Bassin circulaire. Carte I (quart du bassin). 

!-_--.JI...-__-l-__-.l___.L..-__-1 '1l:l\Is 

FIG. 3G. - Bassin circulaire. Carte II (quart du bassin). 

I 
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Verification des mesures: on trouve, pour la carte I, ! ~ ~Vi = 77,50 km2 ; 

la valeur exacte (= 1/4 surface libre du bassin) est 78,54 km 2 , de sorte que l'errenr 
commise excede a peine 1%; pour la carte II, on a !~ ~vi=77,499 km 2 • 

Voici les tableaux des calculs effectues respectivement avec P.l = 3,389/a2 

(carte I) et P.l = 3,25/a2 (carte II). Les operations sont menees exactement comme 
dans la methode de DEFANT (seiches longitudinales). La valeur 3,388/a2 (carte I), 
est obtenue par extrapolation lineaire, a l'aide d'un essai precedent effectue 
avec P.l = 3,39/a2 • 

Notations: u designe la masse d'eau deplacee, et est egale a - ~ ~i-l ~Vi; 

1> = u.h/S. 

Section 
~ u <I> ~~nO 

cm I 1010 cm3 I 107 cm2 I cm 

Carte I 

1 100,000 401,000 1,1457 - 8,892 
2 91,108 1. 470, 608 2,2625 -18,019 
3 73,089 2.750,396 3,2358 -25,551 
4 47,538 3.742,039 3,8980 -30,384 
5 17,154 4.144,300 4,1443 -33,568 

6 - 16,414 3.759,392 3,9160 -31,718 
7 - 48,132 2.755,358 3,2416 -25,267 
8 - 73,399 1.470,142 2,2618 -17,860 
9 - 91,259 398,761 1,1393 - 9,074 

10 -100,333 - 3,574 - -

Carte II 

1 100,000 318,000 1,0600 - 7,303 
2 92,697 1.204,276 2,0944 -14,873 
3 77,824 2.405,879 3,1245 -23,315 
4 54,508 3.637,510 3,9113 -33,788 
5 20,721 4.191,258 4,1913 -37,719 

6 - 16,998 3.737,003 4,0183 -36,162 
7 - 53,160 2.535,853 3,2933 -28,449 
8 - 81,609 1.275,810 2,2188 -16,557 
9 - 98,166 337,245 1,1242 - 7,983 

10 -106,149 - 0,309 - -

Le graphique ci-apres montre l'allure des solutions construites point par 
point par la methode qui vicnt d'etre utilisee. Les niveaux ~ les plus bas en 
valeur absolue sont ceux trouves en utilisant la carte I; les plus eleves en valeur 
absolue correspondent a l'emploi de la carte II. La courbe continue represente 
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la solution exacte, la fonction de BESSEL .T 1 (~), Ie milieu du bassin elant pris 
comme origine, ct la distance ~, mesurce Ie long du diametre perpendiculaire 
au diamelre nodal, comme argument. 

100 
~ 

em 
60 

... ...40 ... , 
.... ,

20 ... ... 

0 
.... ... 

12 14 1'6 18 "Km2 4 6 8 
-20 ... , ... , 

.... ...,-40 , 
-60 , 

", 

-80 

-100 

FIG. 37. - Bassin eireulaire de profondeur eonstante. 

Distribution des amplitudes de l'oseillation libre fondamentale Ie long du diametre de denivcllation maxima. 

b) Soit cnsuite a calculer Ie mode fondamental d'un bassin c i r cuI air e , 
de pro f 0 n d e u I' va ria b 1 e, donnee en coordonnees polaires par hel') 
= ho (1 - 1'21 a2). Le problcme des oscillations libres d'un tel bassin admet des 
solutions exactes de forme hypergeometrique; l'emploi des coonlonnees polaires 
(1', 8) permet la separation des variables, et l'on trouve, pom Ie fondamental, qui 
seul nous interesse ici: ~= (1'Ia) sin 8 (a un facteur constant pres, ct Ie facteur 
pcriodique e iwt etant sOlls-cntcndu). La valeur proprc correspondante est 
p-l=2Ia2 COO). 

La surface libre de l'eau en oscillation suivant ce mode cst donc pIa n e, 
cxactement comme dans Ie cas rIu fondamental du lac parabolique de largeur 
constante. 

II s'ensuit que les lignes ou ~ cst constant sont des droites paralleles au 
diametre nodal, droites qui ne sont evidemment pas orthogonales au rivage 
du lac ni aux combes isobathes (cercles concentriques au rivage). 

(100) Cf. LAMB, R., op. cit., § 193, pp. 291 sqq. 
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5 

10 

5 

FIG. 38. - Bassin circulaire, de profondeur h(r) =h (1 -~).a) 

lto = 100 m, a = 10 km. Echelle 1/100.000e 

(pour les courbes en trait ininterrompu, cf. p. 200) 

La carte ci-dessus represente Ie hassin en question, a l'echelle de 1/100.000"; 
on a pris comme donnees numeriques : rayon a = 10 km; ho = 100 m. 

Les isobathes sont tracees de km en km, et Ies profondeurs correspondantes 

sont indiquees a proximite. 
En vue tIu calcul numerique, Ie bassin Ii ete divisc en dix compartiments, 

separes par des droites paralleIes equidistantes (2 km d'intcrvalle). 
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Mesures bathymetriques. 

Section I SectionI llv S llv SnO nO 
km2 km2 km2 km2I I 

1 16,50 0,2832 6 39,60 1,2544 
2 27,90 0,6827 7 38,00 1,0304 
3 34,40 1,0304 8 3!1,110 0,6827 
!, 38,00 1,2544 9 27,90 0,2832 
5 39,60 1, ;;333 10 16,50 0 

Verifications: LLlvi=312,80 km2 (au lieu de la valeur exacte 314,16km2 , 

soit une errcur inferieure a 0,44 %). 
Les S sont calcules a l'aide de la formule dOlmant l'aire d'un segment para

bolique comme egale aux 2/3 de l'aire du rectangle de meme base et de meme 
hauteur. 

Voici Ie tableau des calculs effectues avec la valeur d'essai [J-l=1,986 x 10-12 

cm-2 (valeur exacte: [J-l=2x 10-12 cm-2 , c'est-a.-dire Tl=1.418,5 sec.=23 min. 
38,5 sec.). 

Section 
~ u ll.~nO I ? 

em 1010 cm3 102 em emI 

1 100,000 1.650,000 58,262 -23,142 
2 76,858 3.794,338 55,578 -22,076 
3 54,782 5.678,839 55,113 -21,891 
4 32,891 6.928,697 55,235 -21,939 
5 10,952 7.362,962 55,219 -21,933 

6 -10,981 6.928,114 55,230 -21,937 
7 -32,918 5.677,230 55,097 -21,885 
8 -54,803 3.792,007 55,544 -22,002 
9 -76,865 1. 647 ,474 58,17!i -23,107 

10 -99,972 - 2,064 - -

Un essai semblable, effectue avec[J-l = 1,99 x 10-12 cm-2 , avait laisse un 
« residu » de U lO = -21,378 x 1010 cm'1; fLl = 1,98 X 10-12 cm-2 conduit a. U lO = 26,965 
x 1010 cm:l. La precision atteinte cst donc largement satisfaisante : I' eeart entre 
la valeur trouvee et Ia valeur exacte de[J-l est de -0,7 % seulement. Quant a. 
l'erreur sur la periode (Tl = 1.423,5 sec. au lieu de 1.418,5 sec.), elle n'aUeint 
que 0,35%. 

II faut remarquer cependant que Ie calcul ci-dessus a ete effectue avec une 
division en compartimcnts conforme a. la solution exacte, connne a. l'avance, 
a. savoir nne solution OU Ie profil de la surface libre reste plan. 

Ce profil plan cst retrouve de maniere tres satisfaisante dans la table ci-dessus 
(Ll~ est a. peu pres constant). 

I 
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VOYOIlS a present ce qui se passerait si l'on ignorait la forme du profil de 
l'eau ell oscilla Lion. Dans ce cas, il serait assez naturel d' entreprendre Ie caIeul 
avec des compartiments separes par des sections approximativement orthogonales 
au rivage du lac, par exemple celles tracees en trait interrompu sur la carte 
don nee plus haul. Le profil ainsi obtenu ne sera plus plan, mais il est interessant 
de voir si la periotIe ohtenue de cette maniere s'ecarte notablement de la valeur 
exacte. 

Mesurcs bathymetriques. 

I 
I - I Section Section

iJ.v S iJ.<jJ iJ.v S iJ.<jJnO nO I 

I km2 km2 km I I km2 km2 
I kmI 

-

1 11 ,50 0,2064 2,30 6 48,40 1,2416 2,4G 
2 23,30 0,5888 2,08 7 :38,80 0,9744 2,10 
:3 34,80 0,9744 2,23 8 34,80 0,5888 2,2:3 
11 38,80 1,2416 2,10 9 23,30 0,20G4 2,08 
5 48,40 1,3333 2,M; 10 11,50 ° 2,30 

Verification: ~LlVi=313,60 km2 (au lieu de la valeur exacte 314,16 km2 , 

soit moiIls de 0,18 %d'erreur). 

Llt, distance moyenne entre deux courbes t = constante, a etc pris variahle 
et calculc a l'aide des LlV, au lieu (l'etre pris constant, comme y'aurait ete Ie 
cas si on l'avaiL me8ure Ie long du « Talweg» (ici, Ie diamctre perpendiculaire 
au diamctre nodal). Voici la tahle des resultats que l'on trouvc en prenant 
fJ-1 = 1,95 X 10-12 cm-2 (T1 = 1.436,6 sec.). 

Section 
~ U 'P iJ.~nO 

em 1010 cm3 102 em em 

1 100,000 1.150,000 55,717 -24,989 
2 75,011 2.897,756 119,211! -19,961 
3 55,050 4.813,496 49,400 -21,482 
4 33,568 6.115,934 49,258 -20,171 
5 13,397 6.764,349 50,734 -24,337 

6 -10,940 6.234,853 50,216 -24,089 
7 -35,029 4.875,728 50,038 -20,491 
8 -55,520 2.943,667 49,994 -21,740 
9 -77 ,260 1.143,509 55,403 -22,471 

10 -99,731 - 3,397 - 

L'inspection de ~ et des Ll~ montre que Ie profil n'est pas plan, et que la 
symetrie autour du diametre nodal n'est qu'approximative; neanmoins, Ia 
valeur de fJ-1 est bonne (2,5 %d'erreur seulement), alors que Ies compartiments 

I 
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utilises different notablement des compartiments (( exacts »; l'erreur sur ·la 
periode fondamentale n'est que de 1,3 %environ. 

La stabilite de la methode s'avcre ainsi remarquable, puisque d:e grossieres 
inexactitude8 dans Ie trace des sections (lignes d'egale denivellation ~) n'ont 
qu'tme influence tres faible sur la periode obtenue, et ceci malgre Ie petit 
nombre de divisions utilisees. 

CHAPITRE 11. 

LES SEICHES TRANSVERSALES DU LAC DE GENEVE. 

Comme pour l'etude des seiches longitudinales, Ie lac de Geneve servira 
cette fois-ci encore de lac-temoin; les presents calculs ont surtout pour but de 
montrer Ie degre de precision avec lequel les methodes decrites dans Ie chapitre 
precedent permettent de retrouver les resultats experimentaux, etahlis par les 
observations, en meme temps que d'eprouver la valeur pratique des differentes 
methodes. 

§ 1. RESULTATS DES OBSERVATIONS. 

Les seiches transversales s'observent principalement dans deux regIOns du 
Grand-Lac : la partie sud-ouest de celui-ci, qui sera designee pour la faciliL~ 

sous Ie nom de (( region Rolle-Thonon )), et la partie cen trale, appelee desormais 
(( region Morges-Evian ». 

Les seiches de la premiere region ont ete observees depuis tres longtemps; 
deja F. A. FOREL (WI), en 1891, considere leur existence comme bien etablie et 
leur attribue une periode d'environ sept minutes. Ceci est pleinement confirme 
par des observations modernes : des enregistrements limnographiques, effectues 
en juillet·aout 1950 et que Ie Service Federal des Eaux a Berne a bien voulu nous 
communiquer, montrent clairement I'existence d'une seiche transversale, de 
periode voisine de sept minutes, dans toute la region depuis Saint-Sulpice jusqu'a 
Rolle; les observations manquent cependant, d'une part entre la ligne Cully
Meillerie et Saint-Sulpice, et d'autre part entre la ligne Coppet-Hermance et Rolle. 
Les denivellations paraissant en phase a ISaint-Prex et a Thonon, il y a lieu de 
croire qu'il s'agit d'une uninodale transversalc possedant au moins un nceud 
longitudinal. 

Quant aux ~eiches du renflement Morges-Evian, leur existence etait elIe 
aUSSl dejll bien connue de F. A. FOREL C02) qui leur attribuait une periode 

(101) FOREL, F. A., Le Leman, II, p. 107. 
(102) ID., ibid. 


