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c) Orthogonalite. 

Comme pour les modes normaux longitudinaux calcuIes dans la premiere 
partie, on devra avoir ici, pour des fOllctions normees : 

(i ofJ),(a ui.u j dv =<' \ 0
J a-(v) 11 (i = J), 
o 

ou, plus simplement (en designant ici par lla largeur « moyenne » de la portion 
de lac consideree) : 

(i ofJ). 
(i =J). 

Verifions si ces relations ont lieu pour les deux modes calcules. On a calcuIe 
separement, a titre de controle, U 1 ~2 et U 2 PI; les intervalles etant pratiquement 
egaux (a l'exception du premier, traite separement, comme un triangle), on peut 
appliquer la regIe de SIMPSON. 

II vient ainsi : 

f ul~d;Y= 11.106,2208 X IOllm5; 

o 

931,5842 X lOll mr;; 

-94,2080 X IOu m' = ru2cp;:d~. 
'0 

Le quotient du dernier nombre par la norme, produit des racincs carrees 
des deux premiers nombres, egale - 0,0293, resultat qui permet de conclure 
a une orthogonalite satisfaisante. 

CHAPITRE IV. 

« SHELF.SEICHES », « EDGE",WAVES » DE STOKES, 

« BANK·SEICHES » ET SEICHES DANS LES DETROITS. 

Les quatre « types» d'oscillations etudies dans ce dernier chapitre ne pre
sentent entre eux qu'une parente assez lointaine, et c'est plutot pour la commo
dite qu'on les a reunis ici. 

Ainsi, tandis que les « shelf-seiches », « bank-seiches» et seiches de cIetroits 
sont des ondes du type mar e e, les « edges-waves » de STOKES au contraire 
appartiennent au type des ondes de surface (cf. p. 17). Les « bank-seiches», 
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du moins sous la forme ou elles furent envisagees par K. HIDAKA COG), sont des 
oscillations ~l un e seule dimension horizontale (dans Ie paragraphe ci-aprcs qui 
leur est consacre on s'cfforcera de traiter ce problcme a deux dimensions, au 
moins dans un cas particulier), alms que les trois autres types d'oscillations sont 
a d e u x dimensions horizontales. Les seiches de detroit ont lieu, comme leur 
nom l'indique, dans une portion de mer limitee par de u x cOtes opposees et 
ouverte par ailleurs; les « edge-waves» de STOKES et les « shelf-seiches» se 
produisent dans une mer limitee par un e seule cote (problcme a une dimension 
horizontale) ou dans un golfe sensiblement rectangulaire (problcme a deux 
dimensions horizon tales) ; enfin, les « Lank-seiches» se produisent en haute mer, 
c'est-a-dire dans une masse d'eau que ne limite au c un e cote. 

Les resultats de la theorie des « shelf-seiches)) et des « edge-waves» de 
STOKES feront l'objet d'une application numerique au lac Tanganika (cf. § 3). 

§ 1. LES « SHELF~SEICHES ». 

La question fut soulevee par K. HIDAKA C0 7 ) de savoir quels types d'oscilla
tion libre peuvent apparaitre sur une cote en pente douce, limitant un ocean 
infini (proLlcme a un e dimension horizontale). L'auteur l'envisage a titre de cas 
particulier d'unautre problcme, a savoir si des « seiches» sont possibles ell 
pleine mer, loin de toute cote, au-dessus d'un haut-fond (article de la note 106); 
il traite Ie cas d'un haut-fond hyperbolique, pour IequeI il trouve des solutions 
apparentees aux fonctions de ~LHHIEU : une classe de solutions paires (ou syme
triques par rapport au sommet du haut-fond) et une autre de solutions impaires 
(ou antisymetriques par rapport a ce sommet) (cf. § 4); les premieres continuent 
a etre recevables si un petit mur vertical, jouant Ie role d'une cOte, se trouvc 
au sommet du haut-fond. Cette theorie, ainsi que Ie proLlcme initial dont elIe 
se deduit, seront traites au § 4 ci-aprcs. En attendant, faisons la theorie du cas 
Ie plus simple possible: une cote plane inclinee bornant un ocean infini (pro
hlcme a une dimension horizon tale) , ou bornant un canal de largeur constante 
(problcme adeux dimensions horizontales) . Pour plus de generalit.e, considerons 
directement Ie cas adeux dimensions; on en deduira facilement (p. 272) la theorie 
du cas a une seule dimension. 

A. - Soit donc un lac-canal de largeur constante, egale a bo, de profon
deur constante dans Ie sens de la largeur (axe Oy) et variable dans Ie sens de la 
longueur (axe Ox) : hex, y) = hex) = ~x, quantite mesuree positivement vel'S 
Ie bas (~ > 0, grandeur sans dimensions physiques). Le lac s'etend a l'infini 
vel'S les x croissants et ses deux rives paralICles sont constituees par des murs 
verticaux silues en y = bo/2 et y = -bo/2 (cf. fig. 68). 

(106) HIDAKA, K., Seiches due to a Submarine Bank (<< Bank-Seiches I»), Mem. Imp. 
Mar. Obs., Kobe, VI, 1 (1935), pp. 1-8. 

(107) HIDAKA, K., A Theory of Shelf-Seiches, Mem. Imp. Mar. Obs., Kobe, VI, 
1 (1935), pp. 9-12. 
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y 

surface libre 

x 

eau 

FIG. 68. 

L't~quation du mouvement (it deux dimensions) s'ccrit: 

(IX.1 ) 


et les conditions-fronW~re sont : 

~ (00) = o. (IX.2-4) 

Posons, afin de satisfaire it la condition-frontiere (lX.2) : 

~ = cos PTCY • w(X),
bo 
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ou p est un nombre entier pair, egal au nombre de nreuds transversaux; pour 
les seiches d'ordre impair, il suffira de prendre 

qny
1:; = sin To . W (x), 

q etant un en tier impair. 

L'equation (IX.l) devient alors, apres simplification par Ie facteur: 

pr-y . qny
cos- ou sm Ii;:

bo 

w" + -1w' + (A'- - h2)W = 0, (IX.I') 
x x 

ou l'on a pose 

w2Ig~=A'; (~:y=k2 
(r designant Ie nombre de nceuds transversaux, c'est-a-dire p ou q). 

Changeons de variable en pasant kx = x'. II vient : 

W" + ~ W' + (1: -1) W = 0, (lX.I")x, x, 

ou po = 1,' / k, et ou les derivees sont prises par rapport a x'. 
La seconde condition-frontiere (IX.3) peut se transformer comme suit 

l'equation du mouvement s'ecrit 

•. e1:;
E=-g-.eX 

c'est-a-dire, pUlsque Ie mouvement est harmonique (~ - eiw1 ) : 

w2 E=get;.
eX 

Eliminant ~ entre cette dernierc equation et (IX.3), il vient : 

au, en simplifiant par 

COS pr-y 
bo 

ou sin q r- y 
bo 

et ell faisant apparaitre la variable x' 

fLW (0) + w' (0) = O. (IX.3') 

Cette egalite 
termes 

se deduit du reste aisement de (IX.1") quand x' - ... 0, les 

~w'+f w
x' x, 



269 DES OSCILLATIONS LIBRES (SEICHES) 

deviennent preponderants (puisque ni w ni tv" ne sont infinis pour x-+ 0); 
leur somme do it done s'annuler quand x' -_ 0, ee qui est preeisement ce 
qu'exprime (IX.3'). 

Quant a la troisieme eondition-frontiere (IX.4) , l'equation (IX.1") montre 
que la realisation en est assuree puisque, pour x' - -- 00 (Ie champ de la varia
ble x' etant Ie meme que celui de la variable x), (IX.1") devient w" - tv = 0, 
equation qui admet pour solution: w = A e±x' (A = facteur constant quel
conque); il suffit done de prendre le signe negatif. 

Essayons de resoudre (lX.1") en posant 

w(x') = e-x' v(x'). (IX.5) 

(IX.1") prend ainsi la forme: 

v" +(~- 2) v' + po - 1v = 0. (IX.6)
x' x' 

En prenant une serie potentielle en x' pour vex') : 

00 

v (x') = 2: aj X'He<; 
j=o 

on trouve immediatement que = 0; (IX.6) admet donc comme solution une(J. 

serie potentielle entiere 
00 

vex') = 2: aj x'j, 
j=O 

et une solution logarithmique, irrecevable physiquement. 

Calculons les coefficients de la premiere solution; on obtient la suite de rela
tions recurrentes : 

U + 1)2 a jH + [!-'- - (2j + 1)J aj = 0, u = 0, 1,2···) (lX.7) 

dont la premiere a1 + (p. -1) ao = 0 n'est autre que la condition-frontiere 
(IX.3') transformee it l'aide de (IX.5), c'est-a-dire 

v'(O) + (p.-1) v(O) = 0 (IX.5') 

Nous disposons des lors du parametre p. pour fixer Ie degre du polynome 

en effet, il suffit de prendre p. = 2j -+ 1, pour que tous les coefficients depuis 
aj+l s'annulent, ainsi qu'il ressort des relations (IX.7). L'indice jest ainsi ega I 
au degre du polynome en x' que multiplie l'exponentielle, c'est-a-dire au nombre 
de n (B u d s Ion g i t u din a u x de la seiche. 
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Faisons successivement : 

j=o, I'- =1: ao constante quelconque (reelle), 

w (x') = ao e-xl : pas de nCBuds longitudinaux. 

j=1, 

w (x') = aoe-XI (1 - 2x'): un nCBud longitudinal, en x, = 1/2. 

i = 2, I'- = 5 : a3 = 0, a2 = 2ao• ai = - 4ao, 

"2 v'iw(x') = aoe-xl (1-4x' + 2;)/i): deux nCBuds, en x' = 1 +~, x' = 1- T' 

etc. 

o I' tho g 0 n a lit e des f 0 net ion s pro pre s w(x') . 

Convenons de les affecter d'nn indice egal au 1I0mbre de nceuds longitudi
naux; on veri fie alors facilement que pour j~j', 

~coJWjWj dx' = 0. 
o 

Si l'on veut en outre les normer, on devra prendre ao= V2. 

On peut encore aboutir a la solution de (IX.1") en raisonnant comme suit: 

L'equation (IX.1") montre qu'une solution asymptotique est _ e-x' (x' -- 00). 

Ecrivons donc que pour x' ---00, vex') = X'y (1 + C1 X'-l + C2 X'-2 + ...) et deter
minons I de maniere a satisfaire a (IX.6). 

II vient ainsi, en n'ecrivant que les termes en X':'-2 et en X';-i : 

y (y -1) X'Y-2 + yx'Y-2 - 2yx'Y-i + (I'- -1) X'Y-i = 0. 

Si x' devient tres grand, les deux premiers termes deviennent negligeables 
devant les deux derniers, et il reste : 

(I'- -1) - 2y = 0. 

Pour x' 0, v (x') se comporte comme x'a (1 + b1x' + b2 x'2 + ...) ; 
determinons 6 a l'aide de (IX.6) : il vient de meme que ci-dessus : 

Q(9 -1) X'O-2 + 9X'0-2- 26 X'O-l + (I'- -1)X'fH = 0. 

Cette fois, ce sont les deux premiers termes qui sont preponderants, ce qui 
exige 6 = O. 

Ecrivons enfin que les deux developpements sont. en realite identiques, 
c'est-a-dire identifions la plus haute puissance du premier avec la plus haute 
puissance du second; on trouve ainsi : 

1'--1 . 
Y=---z-=J, c' est-a.-dire I'- =2j+1, 
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(bjx,j etant le dernier terme du polynome ordonne par puissances croissantes 
de x' : 1 + b1x' + b2 .T'2 + ... + bj'T,j). 

II suffit maintenant de fa ire j = 0, 1, 2 ... pour pouvoir calculer les coeffi
cients du polynome, C'omme il a etc fait ci-dessus. 

Comparaison avec un lac de profondeur constante. 

Considerons un lac-canal, de largeur egale a b o, de longueur indefinie, et 
voyons pour queUes profondeurs ses oscillations (qu'on peut continuer a appe
leI' laterales, bien que le probleme soit a une seule dimension) auront la meme 
periode que ceUes (laterales, mais moduIees longitudinalement en amplitude) 
du lac de profondeur variable qui vient d'etre ctudie. 

On a, pour Ie canal de profondeur constante, la formule dite de MERIAN : 

2l
T=-- dont on tire (lX.S) 

r r V9ho' 

(r = nombre de nmuds, 1= longueur du bassin). 

II est essentiel de noter que ceUe formule n'es! applicable que si la profon
deur ho reste tres petite devant l/r. 

Pour Ie lac-canal de profondeur variable (fond plan incline) on a trouve 

( r = nombre de nmuds transversaux, ;' = nombre de nmuds longitudinaux). 

Egalolls ces deux valeurs propres, en remarquant que Ie role de 1 est joue 
par bo et que ho est l'inconnue a determiner; il vient 

1"2 'lt2 

-2 ho = 
bo 

r'lt 

(2;' + 1) . -b ' 
0 

ou 

h _ 2;' + 1 b 
0 o' 

'l'rr. 
(IX.9) 

En vertu de la remarque ci-dessus (ho«:' boll' necessaire pour que la formule 
(IX.8) soit applicable), on voit que pour .i = 1 deja la formule (IX.9) devient 
inacceptable, car eUe donne ho "":: bolT'. 

C'est seulement pour Ie fondamental transversal (sans nreuds longitudinaux 
pour Ie lac de profondeur variable: .i = 0) que Ie resultat est quelque peu 
satisfaisant : 

(1' = 1). 

Unite naturelle 

Avec la variable 

de longueur. 

T'lt
x' = hx = - x

bo 

11:1 
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on aura 
a/ = 1,2... pour x = bo/nt, 2bo/rr. ... 

L'unite naturclle de longueur est ainsi bo/rrr.; c'cst-a-dire la demi-Iongueur 
d'onde de la seiche transversale (I' = nombre de n<:Euds transversaux 1), divisee 
par r.. 

B. - Considerons ensuite Ie probleme a une seule dimension horizontale : 
au lieu d'un lac-canal, nous aurons maintenant un ocean infini a une seule cote, 
a fond plan incline. 

L'equation (IX.1) se reduit a : 

--e [ h (x) -e SJ + -w2 
y~ = 0, (lX.IO)

eX eX ,q 

avec les conditions-frontiere (IX.3-4), la condition (IX .2) disparaissant. Puisque 
hex) = ~(x), l'equation (IX.10) devient, apres simplifications: 

1 A' 
w" + - w' + - w = 0, (IX.IO')

11) X 

ou I'on a pose W2/g~=),'. 

La condition-frontierc (IX.3) se transforme comme precedernment et 
devient : 

A'w (0) + w' (0) ~~ 0, (lX.3") 

tandis que la condition (IX.4) est realisee automatiquement. L'equation (IX.10') 
cst identique a l'equation (1.15) (d. p. 38) et admet comme solution 

w(x) = .Jo (2V)/x). 

La relation (IX.3) se rcduit a : 

A'JO(X) +VI'/x. J~ (x) ~ ° 
ou ron fait ;r=O, c'est-a-dire a : 

v)!·J~(O)=O, 

c'est-a-dire a une identite. Toutes les periodes d'oscillation sont done possibles; 
Ie nombrc de nCEuds est toujours infini (puisque la fonction .To possede une 
infinite de zcros) : ils sont donnes par 

Jo (2 Vi7x) = 0, 

c'est-a-dire que leurs abscisses sont proportionnelles aux can'cs des periodes eO R). 
Avant d'appliquer ces resultats a run des lacs ctudies dans ce travail, nous 

donnerons un aperc;u de la theorie des « edge-waves» de STOKES, qui conduit 

(108) Cf. LAlVIB, R., op. cit., p. 276. 
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pour Ie cas traite ci-dessus ;1 des rcsultats numeriques tres voisins de ceux fournis 
par la theorie des « shelf-seiches ». 

C'est ce qui sera illustre par les calculs effectucs au § 3. 

§ 2. LES « EDGE~WAVES » DE G. STOKES. 

Le probleme ne diffcre de celui des « shelf-seiches» de K. HmAKA (d. § 1) 
que sur un point; au lieu de negliger l'acceleration verticale des particules du. 
liquide, on la fait intervenir dans les calculs, c'est-a-dire qu'au lien d'un probleme 
d'()ncles de maree, nous avons maintenant un prohlcme d'ondes de surface 
(cf. pp. 17 sqq.). G. STOKES C0 9 ) considere: 

A. - Uno c e a n s' e ten dan t a I' i n fin i en Ion g u e u ret e n 

I a r g e u r, borde par une seule cote, et dont Ie fond est un plan incline. 

Choix des axes: Oy coincide avec la cote, Ox lui est perpendiculaire et est 
situe dans Ie plan de la surface libre de l'eau, Oz est perpendiculaire a Ox et 
a Oy (donc vertical), et oriente positivement vel's Ie haut (d. fig. 69). 

Le fond plan fait avec l'horizontale un angle ~; il a donc pour equation 
hex) = x tg ~. 

Convenons d'appeler « longueur)) la dimension parallcle [lOX et « largeur )) 
celIe parallele a la cote. I~ cst a remarquer que Ie choix des axes adopte ici differe 
de celui de G. STOKES et H. LAMB (llO) par la substitution de x a y et vice versa; 
ceci a pour but de maintenir les notations adoptees dans les chapitres precedents, 
ou l'axe Ox est invariablement « longitudinal)) et Oy « transversal)). 

L'ocean ctant infini en largeur, des oscillations de longueur d'onde quel
conque pourront se produire dans Ie sens de l'axe Oy, puisqu'il n'y a pas de con
dition-frontiere en y qui assignc des valeurs particulieres a ces longueurs d'onde; 
par suite de la faible profondeur au voisinage de la cote, l'amplitude de ces oscil
lations y sera plus forte q u'a quclquc distance en mer. 

La solution trouvee par STOKES pour Ie potentiel des vitesses est: 

:p = H . e-1t(XCOS~-Z Sin~) • COS k (y - ct), (IX.ll) 

Ott H cst une constante de dimensiolls L2T-J.. 

k=2rc! A, A=longueur eJ'onde de la vague. 

c = vitesse de propagation (laterale) de la vague, = t'J/k = A/T, (w = 2rc/T 
comme eJ 'habitude). 

(109) STOKES, G., Report on Recent Researches on Hydrodynamics, Brit. Assoc. Reports, 
1846 (= Papers, I, p. 167). 

(110) LAMB, H., op. cit., § 260, pp. 447-448. 
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On remarque que l'expression x cos ~ - z sin ~ n'est autre que Ia proj,ection, 
sur Ie fond, de Ia distance a l'origine d'un point de Ia surface en oscillation (x, z) 
Ccl. fig. 69). 

Le prohleme etant pose en ondes de surface, on a Clll ) 

1(J?) 1(21')
~=g ct z=~~ g at z=o 

(la denivellation ~ etant tres faible par rapport a la profondeur). 

z 
t 

X,% 

(z) 

fond 

.x 

(cote) 

FIG. 69. 

II vicnt donc, pour ]e cas present: 

ke " ~ _= .H . e-Itxeos!"'. sin k (y - ct). (lX.12) 
g 

Nlais par ailleurs on a (112) : 

~;=-G~)z=o 

d'ou (ici) 

c5 = _ It sin )3 . H • e-I"""os~ . cos h (y - ct) (IX.13)ct ' 

et, en integ-rant 
II 

~ = csin ~ . e-Itxcos~ • sin It (y - et). (IX.l~~)' 

(111) ID., op. cit., § 227, pp. 363-364. 
(112) ID., op. cit., § 227, p. 363. 
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Identifiant les deux expre6sions donnant ~ (lX.12 et 13') 011 ohtient imme
diatement : 

c2 = fl sin ~ c'est-;i.-dire (lX.I4)
k 

c'est l'expression don nee par STOKES (113). 
Comme on a c = AfT = 2rt/kT, on tire de (IX.14) 

21t 21tAV 
 (lX.I5)
T = VOk sin ~ = 0 sin ~. 

La formule (lX.12) montre clairement la decroissance exponentielle de 
l'amplitude des oscillations a mesure qu'on s'eloigne de Ia cote; elle montre 
egalement que, dans Ie problcmc des « edge-waves » tel que l'a pose G. STOKES, 
il n'y a pas den <:e u d s Ion g i t u din a u x a en vis age r, contrairement 
a ce qui a lieu dans Ie probleme analogue d'ondes de maree. 

B. - Supposons maintenant que la masse d'eau, au lieu de s'ctendre a 
l'infini dans les deux sens de l'axe Oy, so it de largeur finie, constante, egale a bo ; 

on obtient ainsi un probleme adeux dimensions horizon tales. avec la condition
fronticre en y (murs verticaux en y = ± bo/2). 

( ClSj = 0, (lX.2) 
ClY)y=±bo/2 

(les axes etant les memes qu'au § 1, cf. pp. 266-267). 
L'egalite (IX.13') devient ici, en considerant des ondes stationnaires resul

tant de la superposition d'ondes progressives de meme amplitude et de vitesses 
opposees : 

~ = 
H 

c 
sin ~ . e-kx cos ~ • [ sin k (y  ct) + sin k (y + ct) ]. 

= 
2H 
- sin ~ . e-Itxcos ~ • sin ky. cos k ct, 

c 
(IX.I6) 

= 
_ 21tx cos 3 .. 21t 

~e A I. SlIl TY· cos wt, (k = 21t/A = w/c). 

Dans Ie prohleme des « shelf-seiches» on avait, pour la seiche a un namd 
transversal et I:'ans n<:eud longitudinal : 

~ = So e iwt • sin 1t y . e-Itx • (lX.I7)
bo 

Si l'on remarque que dans (lX.16), A = 2b o et que k rt/b o dans (lX.17), 
on voit que (lX.16) et (lX.17) ne different que par un facteur constant qui mul
tiplie x dans l'exponentielle amortie : dans Ie cas des « edge-waves », la distance 
depuis la cote est mesuree par la pro j e c t ion de l'abscisse sur Ie fond plan 

(113) ID., op. cit., § 260, formule 11. 
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incline du lac, alors que dans Ie probleme d'ondes de maree « shelf-seiches» elle 
est mesuree par eeUe ahscisse elle-meme. ees deux grandeurs ne different que 
par un facteur constant, a savoir cos ~ : par consequent, si l'inclinaison du fond 
est tres faible (cos ~ ,...., 1), on aboutira pratiquement aux memes periodes d'oscil
lations transversales sans nceud long-itudinal, que l'on traite Ie probleme en 
ondes de surface ou en ondes de man~e. 

La comparaison entre « shelf-seiches» et « edge-waves» ne pourra dOllC se 
faire que pour les « shelf-seiches » sans nceuds longiLudinaux. 

§ 3. APPLICATION AU LAC TANGANIKA (extremite nord). 

Ainsi qu'on peut Ie voir sur la carte partielle donnee ci-apres, l'extremite nord du 
Tanganika presente une forme tres reguliere, a peu pres rectangulaire; sur une distance 
de plus de 40 km, la largeur du lac ne s'ecarte pas notablement de 22 km; la profondeur 
moyenne h(x) (definie par S(x) jb(x), c'est-a-dire supposee constante Ie long de cha
cune des sections efIectuees perpendiculairement aux cotes du rectangle) croit lente
ment jusqu'a 140 m environ sur une distance de 13 km, puis reste sensiblement constante 
sur plus de 15 km; au-dela de cette distance, son comportement devient capricieux. 

II semble donc qu'en linearisant convenablement h(x) , on pourrait assimiler les 
trois ou quatre premiers compartiments du lac a ceux d'un lac deja etudie : Ie lac a 
fond plan incline et de largeur constante, dans lequel on sait que des 
« shelf-seiches » a nCBuds transversaux peuvent apparaitre. 

Avant de passer aux calculs numeriques, voici une table de mesures. Les sections 
sont numerotees du nord au sud (voir carte). 

Section I _ S (x) 
x S(x) b(x) b(x) =6v/6x 6v h(x) IH=21,96 km 

m 
km km2_-----;..._---=km=----' __--=k=m=---_----'--=k=m2_---'-_--=m=--_---;-_~=____---~----~-

1 0,835 20,6 20,6 38I21,6 
2 5 2,420 22,6 86,4 108 110 

23,1 
3 9 2,910 23,6 92,4 123 133 

22,4 
4 13 2,910 21,2 89,6 137 133 

21,2 
5 17 2,905 21,2 84,8 137 132 

20,9 
6 21 2,825 20,6 83,6 137 129 

21,3 
7 25 3,055 22,0 85,2 139 139 

21,6 
8 29 3,125 21,2 86,4 147 142 

21,0 
9 33 3,995 20,8 84,0 192 182 

22,0 
10 37 4,755 23,2 88,0 205 217 

23,9 
11 41 5,425 24,6 95,6 221 247 

25,3 
12 45 5,500 26,0 101,2 212 

26,6 
13 49 5,550 27,2 106,4 204 
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FIG. 70. - Lac Tanganika. Extremite nord. Carte bathymctrique. 

1-13 : Divisions utiIisccs pour Ie caIcuI des oscillations 

des types « shelf-seiches » de HIDAKA et « edge-waves » de STOKES. 
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Remarques. 

1. Comme Ie lac s'elargit notablement a partir de la onzieme division, la largeur 
moyenne de 21,96 km, dont on s'est servi pour calculer H(x), a ete prise sur les onze pre
mieres divisions seulement : c'est pourquoi H n'a plus eM repris aux nOS 12 et 13. 

2. La colonne b = .:1v l.:1x se rapporte aux largeurs moyennes de chaque 
compartiment : les nombres qui s'y trouvent sont les moyennes arithmetiques des 
b(x) mesures aux sections-frontiere; c'est ce qui est suggere par la disposition particu
liere des nombres de cette colonne. 

Voici les resultats numeriques : 

A. - En traitant Ie probleme selon la theorie des « shelf-seiches » (§ 1). 

Bornons-nous a considerer les quatre seiches suivantes : 

a) Un nceud transversal, 	 pas de nceud longitudinal (r = 1, j = 0), c'est-a-dire 

• Tt Y ,
~lO = sm To e-X ; 

valeur propre 

b) Un nceud transversal, 	un nceud longitudinal (r = 1, j = 1) 

~11 = sin Ttb~ e-x ' (1- 2x') ; 

valeur propre 

c) Deux nceuds transversaux, pas de nceud longitudinal (r = 2, j = 0) 

y _ cos 2TtY e-x'. 
1.,20 - To . , 

valeur propre 

d) Deux nceuds transversaux, un nceud longitudinal (r = 2, j = 1) 

y = cos 2 Tty e-x ' (1- 2x') . 
'>21 	 'bo 

valeur propre 

I 

Unite naturelle de longueur. 

On a montre ci-dessus (§ 1) que l'uIliM naturelle de longueur x est egale a 11k: pour 
les seiches des deux premiers types, elle est donc de bo lIT et pour celles des deux derniers 
types, de bo12IT. 
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L'ordre de grandeur de bo etant de 22 km, on verifie aisement qu'a une distance 
de 14 km environ de la cote nord du lac, les seiches des deux premiers types voient leur 
amplitude reduite a moins d'un septieme de ce qu'elle etait sur cette cote meme; pour 
les seiches des deux derniers types, il suffit d'une distance de 7 km pour reduire les ampli
tudes dans Ie meme rapport. Ces considerations paraissent justifier l'approximation 
adoptee en assimilant l'extremite nord du Tanganika a un lac a fond plan incline de lar
geur constante. 

Linearisation de h(x). 

Un premier essai a ete fait par la methode des moindres carres, mais 
Ie resultat en est visiblement peu satisfaisant (cf. fig. 71) : on trouve a I'aide du poly
nome 7i(x) = 26,43 m + 9,89 m X 10-3 x la table suivante 

I 
:r h(x) (polynome) h(x) (mesure) 

-- I I 
Ikm m m 

0 26,43 0 
1 36,32 41 
5 75,88 108 
9 115,44 123 

13 155,00 137 

L'usage de ce polynome obligerait a deplacer fictivement la cote nord de 2,7 km 
environ vers Ie nord, de maniere a pouvoir ecrire 

h(x') ~x' = 9,89 III X 10-3 x' (x' = x + 2,70). 

Afin d'eviter ce « deplacement », il parait preferable d'utiliser une droite h(x)=~x 
tracee empiriquement de maniere a ce que les ecarts soient faibles surtout au voi
sinage de la cote nord, region ou l'amplitude de la seiche est la plus forte; a 8 ou 10 km 
de cette cote des ecarts plus importants n'auront plus qu'un role reduit. A titre de com
paraison, plusieurs valeurs de ~ seront utilisees et les resultats confrontes. 

Soient quatre valeurs de ~, respectivement egales a 12 X 10-3, 14 X 10-3, 16 X 10-3 , 

18 X 10-3 (nombres purs); h(x) et x sont supposes etre exprimes en metres. Les courbes 
correspondantes sont donnees sur la figure 71 et distinguees par les chifIres romains I, 
II, III et IV respectivement. 

Calcul des peri odes des seiches. 

Seiche du type a) : nomd transversal unique, pas de nCBud longitudinal; on a imme
diatement : 

d'ou, en prenant bo . 21,96 km (cf. remarque 1 de la p. 278), g = 978 em sec-2 (Ie lac 
Tanganika etant tres voisin de l'equateur), et ~ etant prIs successivement egal a 
12 X 10-3, 14 X 10-3, 16 X 10-3, 18 X 10-3 : 

TlO (I) = 1.533,4 sec = 25,5 min; 
TlO(lI) = 1.419,7 sec = 23,7 min; 
TlO (III) = 1.328 sec = 22,1 min; 
TlO (IV) = 1.252 sec = 20,9 min. 
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On trouvera plus loin un graphique montrant la de croissance exponentielle en x' 
de l'amplitude de cette premiere seiche, ainsi que des trois suivantes. 

Seiche du type b) : nmud transversal unique, un nmud longitudinal. 

On a A~l = 3rt lbo, d'ou : 

Tn (I) = 885,3 sec = 14,8 min; 
Tn (II) = 819,7 sec = 13,8 mIll; 
Tn (III) = 766,7 sec ~ 12,8 mIll; 
Tn (IV) = 722,8 sec = 12,0 min. 
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FIG. 71. - Lac Tanganika. Extremite nord. 

Courbe A : profondeur moyenne h(x) = S(x) Ib(x); courbe B : profondeur moyenne H(x) = S(x) Ibo; 
courbe C : profondeur linearisee par moindres carres h(x') = ~x'; courbes I·IV : essais divers de 

linearisation empirique de h(x) au voisinage de l'extremite nord du lac. 

On a bien 

Seiches du type c) : deux nmuds transversaux, pas de nmud longitudinal. 

On a A;O = 2rt lbo, d'ou : 

T20 (I) 1.084,3 sec = 18,0 mIll; 
T20 (II) 1.003,9 sec·= 16,7 min; 
T20 (III) = 939,0 sec'-' 15,7 mIll; 
T20 (IV) = 885,3 sec = 14,7 min 

I 

x 
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Seiches du type d) : deux nmuds transversaux, un nmud longitudinal. 

On a A~l = 6rr: lbo, d'ou : 

T2l (I) = 626,0 sec =- 10,5 mm; 
T2l ( II) = 579,6 sec = 9,6 min; 
T21 (III) = 542,2 sec = 9,0 min; 
T2l (IV) = 511,1 sec = 8,5 min 

On voit que la periode varie notablement suivant la valeur de [3 que l'on adopte; 
par suite, la methode ici employee permet de calculer une valeur seulement approxima
tive des periodes d' oscillation transversales. Suivant Ie type de seiches considere, la 
periode moyenne est de 23 min (type a), 13,3 min (type b), 16,3 min (type c) et 9,4 min 
(type d); pour chacune de ces periodes, l'erreur peut atteindre 10 % en valeur absolue, 
et son signe est incertain. 

Distribution longitudinale des amplitudes. Etude des fonctions w(x'). 

Seiches du type a) : W10 = e-"'. 


Unite naturelle de longueur: 11k (cf. p. 278), c'est-a-dire 21,96 km/rr'= 7 km. II 

s'ensuit qu'a 10 km de la cote nord, l'amplitude de la seiche est reduite au quart de 
sa valeur au voisinage immediat de cette cote; au-dela de x = 10 km, c'est-a-dire 
= 1,4 unite naturelle de longueur, la fonction h(x) cesse d'etre representee de maniere 
acceptable par [3x (quel que soit la valeur de [3 parmi les quat"re proposees), et par con
sequent la discussion tombe a faux. Le profil a la forme bien connue de l'exponentielle 
amortie (cf. fig. 72). 

Seiches du type b) : Wn = e-"'(1 - 2 x'). 

Meme unite naturel1e de longueur, voisine de 7 km. 
Le nmud longitudinal se situe en x' = 1 /2 = 3,5 km de la cote nord; sa position 

est independante de la pente du fond, cette derniere ne modifiant que la periode d'oscil
lation et non Ie profil de Ia seiche. 

La fonction Wn admet un extremum en x' = 3/2 = 1,5 U.L. = 10,5 km; a cet 
endroit Wn = -2e-312 = 0,44, c'est-a-dire un peu moins de la moitie de sa valeur initiaJe. 

Pour Ie profil, voir la figure 72. 

Seiches du type c) : meme profil longitudinal que celles du type a), mais l'unite 
naturelle de longueur n'etant que de bo/2rr = 3,5 km, la decroissance de l'exponentielle 
est beaucoup plus rapide que pour les seiches des types a) et b) : pour x = 10 km, l'ampli
tude est reduite a moins de 6 % de sa valeur initiale (courbe w20). 

Seiches du type d) : meme profil longitudinal que celles du type b), mais comme 
dans Ie type c), l'unite naturelle de longueur n'est plus que de 3,5 km; l'extremum se situe 
ainsi vers 5,25 km, et pour x = 10,5 km = 3 U.L., l'amplitude est inferieure a 25 % de 
sa valeur initiale (courbe W 21 ). 

En conclusion, on voit donc que c'est surtout pour les seiches a deux nmuds trans
versaux que l'approximation adoptee pour Ie bassin nord du Tanganika parait satis
faisante. Elle Ie serait evidemment encore davantage pour les seiches a trois nmuds trans
versaux, mais celles-ci, fortement concentrees Ie long de la cote, et de periodes tres courtes, 
seront sans doute trop rapidement amorties pour etre bien observables. 
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Voici pour terminer Ie graphique des fonctions w(x') relatives aux quatre types de 
seiches etudies; l'axe Ox' est gradue en unites naturelles de longueur et w(x') est pris egal 
a. un en x' = o. 

-l~________-L________~__________~________~ 

FIG. 72. - Lac Tanganika. Extremite nord. 


Distribution de l'amplitude Wrj(x') des « shelf-seiches » 


(r = nombre de nrnuds transversaux; j = nombre de nrnuds longitudinaux). 

N. B. - x doit etre remplacer par x' sur cette figure. 


B. - En traitant Ie probleme suivant la theorie des « edge-waves » (§ 2). 

Limitons-nous a. nouveau aux seiches a. un et a. deux nmuds transversaux. On aura, 
en prenant a. nouveau bo = 21,96 km : A1 = 43,92 km, A2 = 21,96 km. 

Reprenons les quatre valeurs precedemment proposees pour la pente du fond plan 
incline : tg ~ = 12 X 10-3, 14 X 10-3, 16 X 10-3 et 18 X 10-3 (distinguees respective
ment par les chiffres I, II, III et IV). L'ecart entre Ie sin et la tg etant negligeable ici, 
on confondra ces deux fonctions pour l'argument ~, et l'on retrouve ainsi les resultats 
obtenus en A, c'est-a.-dire : 

T 10 (I) -= 25,5 min; 
T10 (II) = 23,7 min; 
T 10 (III) =: 22,1 mm; 
T10 (IV) - 20,9 min; 

T 20 (I) = 18,0 mm; 
T20 (II) = 16,7 mm; 
T 20 (III) = 15,7 min; 
T 20 (IV) = 14,7 mm. 

(On remarque que seules les seiches sans nmuds longitudinaux se retrouvent par 
les deux voies.) 

§ 4. LES « BANK~SEICHES )}. 

K. HIDAKA, dans un article deja. cite (cf. p. 266, note 106), pose la question de savoir 
si l'existence d'un rivage est absolument necessaire pour que des seiches puissent appa
raitre dans une masse d'eau. II repond par la negative, it savoir que la presence d'un 
haut-fond suffit, et traite sommairement, a. une seule dimension horizontale, Ie cas parti 
culier du haut-fond hyperboIique. 
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Avant de passer a l'expose de cette theorie, remarquons que l'hypothese du paral
lelisme des tranches liquides, sur laquelle elle se fonde essentiellement (c'est un probleme 
d'ondes de maree I), tombe certainement en defaut aux tres grandes profondeurs, c'est
a-dire loin du sommet du haut-fond. Neanmoins, comme a cesendroits l'amplitude des 
denivellations sera fortement reduite, la theorie de HIDAKA conserve son interet pour 
les regions au voisinage de ce sommet, OU l'hypothese du parallelisme des tranches se 
verifie Ie mieux. Ceci permet de comprendre la veritable nature des « bank-seiches )) de 
HID AKA; elles constituent la modification, due a un haut-fond, de systemes d'ondes sta
tionnaires dans un milieu de profondeur croissante. 

A. - Le haut-fond hyperbolique de K. HIDAKA. 

1. Supposons un ocean sans limite, dont la profondeur soit donnee par 

'£2)%
h (x) = 110 (i + ~2 ; 

on a ainsi un haut-fond hyperbolique dont Ie sommet est situe a l'origine (la profondeur 
est mesuree positivement vers Ie bas) (cf. fig. 73). 

On a alors, avec les notations habituelles, et Ie mouvement etant suppose station
naire (A' = w 2 /gho) : 

rl [( X2)'j, d ~l ' 1 + - +) ~ =0. (IX. IS)
dx a 2 dXJ 

Changeons de variable: x/a = z, et po sons avec HIDAKA : 2A'a2 = 6. II vient : 

-d [ Vi-d~J+ Z2_
dz dz 

Remarquons ici en passant que si z devient tres grand devant 1, on retrouve Ie 
cas du fond plan incline (114) (traite ci-dessus pp. 266 sqq.), et l'equation (IX. IS') prend 
la forme de l'equation bien connue de BESSEL-FoURIER (IX. 10'), dont la solution est 

~ = Jo(\f2z6) : il n'y a donc plus de periodes propres d' oscillation, alors que dans Ie 
cas du haut-fond hyperbolique, il existe des periodes propres, comme nous Ie verrons 
plus loin. Ceci rejoint les conclusions du § 1 (cf. p. 272). 

Faisons ensuite z = sinh 2u; on obtient : 

d2~ - + 20 cosh 2u· ~ = o. (lX.I9)
du2 

Comme condition-frontiere, il est naturel d'exiger q± (0) = 0, les solutions restant 
evidemment partout finies. 

En s'inspirant de la theorie des equations de MATHIEU, dont on peut formellement 
deduire (IX.19), si l'on considere l'equation y" + (a - 26 cos 2x)y = 0, et qu'on fasse 
x = iu, a = 0, K. HID AKA est amene it envisager quatre classes de solutions pour (IX.19), 
qu'il designe par Ce2n(u,6), Se2n+1(u,6), Ce2n+1(u,6), Se2n+2(u, 6) (n = 0, I, 2; ... ), et il ne 
reste plus qu'it calculer 6 de maniere que a puisse etre nul (115). 

(114) On remarque que ce plan n'est autre que Ie plan asymptote du cylindre 
hyperholique 

I 

(115) II est it remarquer que la parente de ces fonctions avec les fonctions de MATHIEU 
designees par des notations analogues est purement formelle, tout comme celle qui existe 
entre les fonctions sin, cos, etc., et sinh, cosh, etc., par exemple. 
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Premiere classe. - Solutions Ce2n(u, 6). 

Developpons-Ies en serie de cosh: Ce2n(u, 6) = L
co 

A2,(6) . cosh 2ru, et introduisons 
r=O 

cette 	serie dans (IX.19). 
On obtient la suite de relations de recurrence 

oAz = 0; 

20 Ao + 22 Az + 0 A4 = 0; 

fJ A" + 4~ A4 + 0 As = 0 

-10(1 

x-

SURFACE LIBRE 
-SQ -6(1 4Q 6(1 8Q wa 

FIG. 73. = Haut·£ond hyperbolique dans une masse d'eau sans rivage 

et profils de quelques types de seiches pouvant y apparaitre. 


[D'apres K. HIDAKA, Mem. Imper. Mar. Obs., VI, 1 (1935), pp. 1·8.] 


On peut y satisfaire en prenant e = 0, ce qui annule tous les A (periode infiniment 
longue, c'est-a.-dire etat de repos). Mais on peut egalement prendre (cas non releve par 
HIDAKA) A2 = 0; on trouve alors, en n'utilisant pas la 2e relation (reservee pour Ie calcul 
de Ao une fois qu'on aura trouve des valeurs pour les autres coefficients), la fraction 
continue: 

42 
avec Kr, = - 6' En iterant, on peut ecrire 

02 02 02 

42 = -- -- ••• = O. (lX.20)
6~- 8~- 102 

(116) II est a. remarquer qu'a. chaque racine B de l'equation (IX.20) ci-apres cor
respond un systeme de valeurs pour les A 2rJ c'est-a.-dire une solution Ce distincte. Meme 
remarque pour les autres classes de solutions ci-apres. 
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C'est l'equation auxvaleurs propres des solutions de la premiere classe, dont 
la plus basse racine, eo, est voisine de 21,3. La periode correspondante est egale it 

1,925 alVgho. 
On attribue ensuite arbitrairement une valeur non nulle it Ao, et on calcule les autres 

coefficients it l'aide des relations de recurrence. 

Deuxieme classe. - Solutions SC2n+1(u, e). 

00 

Developpons les en serie de sinh: SC 2n+1(u, e) = 1: B2rd6) . sinh (2r + l)u. 
..=0 

On trouve, comme pour la Ire dasse, une serie de relations de recurrence qui conduit 
it 1'equation aux valeurs propres ecrite, sous forme de fraction continue : 

(lX.21) 

La plus basse racine en est voisine de 0,91 (HIDAKA donne un resultat tres precis: 
61 = 0,9080463 ... ); la periode correspondante (c'est Ie fondamental) est donnee par 

T 1 = 9,325 alViho. 
Neanmoins la valeur e = °est aussi possible; il suffit de l'introduire dans les rela

tions de recurrence en B pour voir qu'elle entraine 1'annulation de tous les coefficients: 
c'est a nouveau 1'etat de repos. 

Troisieme classe. - Solutions CC2n+1(U, e), qu'on peut developper en serie de 
00 

cosh: CC 2n+l(U' e) = 1: C2r+1(e) . cosh (2r+ l)u. 
r=O 

On trouve, toujours de la meme maniere, 1'equation aux valeurs propres : 

(IX.22) 


dont la plus basse racine a pour valeur 7,514 ... ; la periode correspondante est 
T = 3,24 aIVgho. En outre, comme pour la 2e classe, e = 0 reste possible : tous les C 
s'annulent a nouveau (etat de repos I). 

Quatrieme classe (HIDAKA en signale simplement l'existence, mais ne donne 
aucun calcul). - Solutions: SC2n+2(U,6) ou, sous forme de serie de sinh: 

Sezn+2 (u, 6) + 1:
co 

Dzr+2 (9) . sinh (21' + 2) u. 
r=O 

L'equation aux valeurs propres est : 

62 62 a2 
92 ___ -- - ••• -0 (IX.23)- 42 _ U' - 82 - -, 

dont la racine la plus basse est voisine de 7,587 (117); on en tire T = 3,225 alVgho. lci 

(117) II est curieux de constater combien les racines les plus basses des equations 
(IX.22) et (IX.23) sont extraordinairement voisines : l'ecart est inferieur a 1 %. On 
verifie toutefois qu'elles sont bien distinctes. 
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encore 6 = °est possible: tous les D s'annulent (etat de repos). On voit donc que l'etat 
de repos (6 = 0, ~ = ° partout) n'appartient en propre a aucune classe de solutions, 
contrairement a ce qu'affirme HIDAKA, qui Ie rattache aux solutions du type Ce2n(u, 6) 
(serie de cosh d'argument « pair »). 

Une comparaison s'impose encore entre les resultats qui viennent d'etre 
donnes et la formule de Merian : T" = 21/k\jiho, applicable au bassin de profondeur 
uniforme ko et de longueur 1. HIDAKA remarque que pour l---?- 00, les Tn (profondeur 
constante) deviennent tous infinis, alors que, dans son cas de « bank-seiches », seul Ie 
«fondamental» (si l'on peut appeler ainsi l'etat de repos) est infini, toutes les autres periodes 
etant finies (malgre l'etendue infinie de son ocean) - conclusion qui lui parait paradoxale 
(( very queer but nevertheless true »). Pour faire Ie raccord entre les deux cas, il nous 
semble qu'il suffit d'observer que les periodes de « bank-seiches » de HIDAKA sont pro
portionnelles a a, quantite dont l'inverse du carre mesure la pente du haut-fond : 

dk (x) = ko ~ (1 + ~2)-1/'; 
dx a2 a2 

si cette pente devient nulle, c'est-a-dire si a devient infini, on retrouve un ocean de pro
fondeur constante, = ko, de longueur infinie, et dont tous les modes d' oscillation ont 
bien une periode infinie (pour autant que cette maniere d'envisager les choses ait encore 
un sens I), puis que proportionnelle a a. 

2. A la suite de son article sur les « bank-seiches » (cas du haut-fond hyperbolique 
qui vient d'etre traite), K. HIDAKA envisage un cas particulier assez imprevu : celui d'un 
« haut-fond » hyperbolique au sommet duquel se trouve construit un petit mur vertical, 
jouant Ie role d'une cote (cf. fig. 74). 

I 

o~--4r-~~---~~~~-----~~~----~O 

SURFA E IBRE 
3Q 4a 

FIG. 74. - « Raut-fond » hyperbolique, au sommet duquel se trouve un mur vertical formant cote, 

et profils de quelques types de seiches pouvant y apparaitre. 


(D'apres K. RIDAKA, meme article.) 


ko est ams} la profondeur immediatement devant cette cote et a est la distance 

de cette derniere a l'isobathe ko V2. 
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L'equation a resoudre est la meme que ci-dessus (IX. IS) mais avec la condition
frontiere suppIementaire ~'(O) = 0 : Ie mouvement de l'eau perpendiculairement au 
rivage est nul (ventre a l'origine). II s'ensuit que seules les solutions des classes I et III 
(series en cosh) seront recevables. 

II faut souligner ici que, contrairement a ce qui a lieu pour un rivage plan incline, 
pour lequel il n'y a pas de periodes propres d'oscillation (cf. p. 272), Ie « haut-fond ) 
hyperbolique avec mur se comporte, en ce qui concerne les periodes propres, comme 
un haut-fond hyperbolique sans mur : il empeche l'existence d'ondes stationnaires de 
periode quelconque; c'est seulement lorsque a devient tres petit, c'est-a-dire lorsque la 
branche d'hyperbole tend a se confondre a l'origine avec son asymptote, que des ondes 
stationnaires de periode quelconque deviennent possibles; en effet, on retrouve alors Ie 
cas du rivage plan incline. 

B. - On peut traiter d'une maniere analogue un autre cas simple celui du 

haut-fond parabolique : h (x) = ho (1 + XZ) (cf. fig. 75).
a' 

1. Pour Ie probleme a une dimension horizontale (ocean de largeur infinie), l'equa
tion en l: s'ecrit (A'=w 2 /gho) : 

~ [(1 + ~) q~ Jl + ):~ = O. 	 (IX.24)
dx a2 dx 

Posons x fa = z, multiplions (IX.24) par (1 + Z2) et changeons de variable en posant 
d d , ,. r dz(1 + ~2) 	 - -= d-.. -, c est-a-dlre 1) = -- ou z = tg v. 
Ii~ v 	 • 1 + Z2 

Le champ de la nouvelle variable est ainsi - 7l" /2 ~ v ~ + 7l" /2 (celui de z etait 
- 00 ~ z ~ + oc ). 

L'equation (IX.24) devient 

(IX.25) 


Comme conditions-frontiere, on prendra a nouveau l:(± 00) = 0 (variable indepen
dante z) ou l:(± 7l" /2) = 0 (variable independante v). L'equation (IX.25) elle-meme Ie 
suggere : pour 1v 1---+ 7l" /2, sec 2 v ---+ oc; ; il faut donc l:( ± 7l" /2) = 0. De la l'idee d'essayer 
comme solutions des series en cos (2r + 1)v et en sin (2r + 2)v (r = 0, 1,2,... ), dont 
tous les termes s'annuleront pour v = ± 7l" /2, et, accessoirement, des series en cos 2rv et 
en sin (2r + 1)v, dont la derivee premiere s' annule pour v = ± 7l" /2. Considerons donc des 
solutions des quatre classes suivantes : 

00 

a) ~ = 	 ~ At.. (6). cos 2rv; 
r=O 

'" 
b) ~= ~ Bzr+i(6).sin(2r+1)v; 

r=O 

00 

c) ~= ~ Czr+i(6).cos (2r+1)v; 
r=0 

00 

d) ~ = ~ D2r+2 (9) . sin (21' + 2) v. 
r=. 
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Pour la signification des e entre parentheses, cf. page 284, note 116. La convergence 
de ces series est assuree; en effet, les relations entre coefficients (yoir ci-apres) montrent que 
pour un indice k ---+00, Ie rapport de n'ALEMBERT des series 1:Ai , 1:B; etc ... tend vers une 
limite inferieure it l'unite. 

En ce qui concerne les indices des coefficients A, B, C, D et les coefficients de v dans 
les arguments des fonctions circulaires, il est indispensable de les prendre de meme parite; 
en effet, les relations de recurrence auxquelles on est conduit en prenant par exemple 

00 

1; = ~ al cos jv, c'est-a-dire en neglige ant cette precaution, se partagent en deux classes: 
j"=O 

celIe des j pairs et celIe des j impairs, de sorte que l'on obtient deux solutions lineairement 
independantes que l'on doit separer, les valeurs propres de l'une ne convenant pas a l'autre. 

Surface libre 
------------------+-------------------------------~x 

ho (eau) 

FIG. 75. - Haut-fond parabolique. 

0:> 

a) Premiere classe. - Introduisons la serie z: = 1: Azr cos 21'v dans (IX.25) 
r=O 

multipliee au prealable par cos2 vet annulons les coefficients de cos 2rv; il vient (en posant 
4),'a2 = [.1-) : 

- p- Ao + 22 A2 = 0 ; 

- (p- - ~.22) A2 + 42 A4 = 0 ; 

22 Az - (fL - 2.42) A4 + 62 A6 = 0 ; 

et K ___~--~(2-r~-2~)2--~~- (1" > 3). 
zr - p- - 2 (21'f - (21' + 2l Kzr+2 



289 DES OSCILLATIONS LTRRES (SEICHES) 

En iterant, on trouve l'equation aux valeurs propres (pour laquelle la Ire relation 
de recurrence n'est pas utilisee) 

= o. (lX.26) 

La plus basse racme est voisine de 3,39. 
Cette equation n'admet pas de racine nulle, mais, it cause de la premiere relation 

de recurrence, il est neanmoins possible de prendre !1. = 0; tous les A s'annulent alors 
necessairement (sauf Ao qui est quelconque, mais peut evidemment etre nul); ~ est ainsi 
nul (ou constant) : c'est l'etat de repos, qu'on peut, it la rigueur, considerer avec HIDAKA 

comme une sorte de mode « pre-fondamental ) (T = (0). 

b) Deuxieme classe. - En procedant comme ci-dessus, on obtient l'equation : 

(lX.27) 

La racine la plus basse de cette equation (arretee it la 6e reduite) est voisine de 
0,129; mais la convergence de la fraction etant plutot lente, il n' est pas sur que la seconde 
decimale soit exacte. 

Enfin, !1. = 0 ne suffit pas it annuler tous les coefficients B, et (IX.27) n'admet pas 
de racine nulle; l'etat de repos n'appartient donc pas a cette classe de solutions. 

00 

c) Troisieme classe. - (= l: CZr+1 cos (2?' + 1) v. 
r=Q 

Equation aux valeurs propres : 

(IX.28) 

La racine la plus basse en est !1.0 = 1,86 environ (fraction arretee it la 6e reduite; 
meme remarque qu'au cas precedent: convergence lente). lei encore !1. = 0 ne suffit pas 
a annuler tous les C, et (IX.28) n'admet pas de racine nulle : l'etat de repos n'appartient 
donc pas non plus it la classe III. 

"" d) Quatrieme classe. - (= l: Dzr+2 sin (2?' + 2) v. 
r=0 

Equation aux valeurs propres : 

(IX.29) 

La plus basse racine est voisine de 3,39 (fraction arretee it la 6e reduite, mais con
vergence lente I). Comme dans les deux cas precedents, !1. = 0 n'entraine pas la nullite 
de tous les D, de sorte que l'etat de repos n'appartient pas it la classe IV. 

II est it remarquer que cette derniere equation (IX.29) est identique it 
l'equation (IX.26). Les solutions des classes I et IV auront donc des coefficients egaux 
a partir de l'indice 2; en effet D2r n'existe pas pour r = 0 et Ao se calcule separement 
it l'aide de la premiere relation de recurrence, non utilisee dans l'etablissement de l'equa
tion (IX.26). 

19* 
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Les valeurs propres seront egales; il s'ensuit qu'a une me me periode d'oscillation 
pourront correspondre deux types de profils : l'un (serie de sinus) presentera certaine
ment un nreud a l'origine (~ = 0, tous les sinus s'y annulant); de 1'autre (serie de cosinus) 
on ne pourra rien affirmer a priori quand a l'existence d'un nreud ou d'un ventre a 
l'origine : tous les cosinus y seront egaux a + 1, de sorte que la valeur de ~ dependra 
uniquement de celIe des coefficients A 2r• 

Les solutions trouvees en comp!etant les calculs de HIDAKA ne presentent rien de 
~ ~ 

semblable; aux series ~ = 1:A2r cosh 2ru et ~ = L D 2r+2 sinh (2r + 2)u correspond, il 
r=O r=o 

est vrai, la meme relation de recurrence generale, mais les relations de recurrence 
initiales sont differentes, et de ce fait les equations aux valeurs propres sont aussi 
differentes; il est d'ailleurs aise de se rendre compte que 1'equation (IX.20) et l'equa
tion (IX.23) ne sauraient avoir de racines communes, puisque Ie premier membre de 
(IX.20) figure comme denominateur dans (IX.23). 

Pour terminer, on peut dresser un petit tableau groupant les resultats numeriques 
relatifs aux deux types de haut-fond etudies. Les periodes sont exprimees en unites a fVgho• 

Haut-fond hyperbolique Haut-fond parabolique 

Classe 
Valeur propre Valeur propre 
la plus basse Periode la plus basse Periode 

I 6:::: 21,3 ~ 1,925 f1. = 3,39 6,825
::s 
E (zero possible) (<Xl )~ 
P

II 6 ~ 0,908 9,:325 f1. = 0,129 34,98 
~ 

~ 
~III 6:::: 7,511. P- 3,241 f1. = 1,86 9,214 

o ... 
IV 6= 7,587 

-<D 
3,226 f1. = 3,:39 6,825~ 

Les periodes des seiches dues au haut-fond parabolique sont done de deux a quatre 
fois plus longues que celles des seiches dues au haut-fond hyperbolique, ce qui est a pre
miere vue paradoxal, puisque la proIondeur de 1'ocean est plus grande dans Ie premier 
cas que dans Ie second. 

Le paradoxe disparait si 1'on observe que la formule de MERIAN (pour bassins 

fermes!) T ,...., let ne vaut que pour une profondeur petite devant la longueur d'onde de 
la seiche, et assez peu variable pour qu'on puisse negliger h' devant h. En comparant 
les profils des deux fonds, on voit que la zone OU la formule est applicable est beaucoup 
moins etendue dans Ie cas du haut-fond parabolique que dans celui du haut-fond hyper
bolique; la profondeur « effieace » moyenne sera done bien moindre dans Ie premier cas 
que dans Ie second. Notamment, si a est tres grand, la pente du haut-fond hyperbolique, 

, hox (X2)-'" . ," ,.hHyP = -- 1 + - pourra etre tres falble (pratIquement constante a partIr de x 
a2 a 2 

suffisamment grand, de 1'ordre de a2 ), alors que celIe du haut-fond parabolique croit 
indefiniment avec x (h~All = 2hoX fa). 

Les rapports des periodes n'ont alors plus rien de surprenant. 
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Orthogonalite des fonctions propres. 

L'equation (IX.25), etant manifestement « auto-adjointe ), peut se transformer en 
une equation integrale a. noyau symetriquei il en resulte que toutes les fonctions propres 
des 4 classes sont orthogonales entre elles (118), c'est-a.-dire que si l'on designe par ~em([J., u) 
les solutions des classes I et III (series de cos) et par Sem(v-, v) les solutions des classes II 
et IV (series de sin), on a (fonctions normees I) : 

"12 10 (m J n) ~"/2 ~ 0 (m;£ n)

\ 8em 8en dv = r; J Sem Sen dv = ( ) ;


" 1 (m = 17) 1 m=n 
-"/2 -"/2 

"/2 
\ 8em Sen dv = 0, (m= n ou m ;£ n indiiful'emmcnt.) 

" -"/2 

2. Le probleme a. deux dimensions horizontales. 

Soit un canal de largeur finie, constante, egale a. bo, et dont la profondeur est donnee, 
comme au 1., par 

Zh (x) = ho (1 -t X ); 
a2 

Ie canal s'etend evidemment a. l'infini dans les deux sens. 

L'equation a. resoudre est maintenant : 

d 

dX 
(IX.30) 

avec les conditions-frontiere 

1; = 0 pour x = ± 00 , (d~) _0 
dy y=±bo/2 

Posons comme precedemment 

1; = cosP;oY . w (x) ou 1; = sin q~y .w(x) 

(p = entier pair, q = entier impair, designant Ie nombre de noouds transversaux); posons 
encore: 

I 

x 
-=-=z; 
a 

(p. et 62 : nombrcs purs); 

l'equation (IX.30) devient : 

d [ dW] n- (1 + ~2) -, + [p. - v2(1 +Z2)] 'W = 0, (IX.30')
dz dz 

avec la condition-frontiere w(± (J)) = 0 (119); ou, en divisant par (1 + Z2) 

9" (p. \wIT + ----=--"'- te' + -- - 62) W = O. (IX.31)
1 + Z2 1 + Z2 

(118) Cf. WHITTAKER, E. and WATSON, G., Modern Analysis, 11.61 (p. 225). 
(119) On remarquera que la variable z n'a pas de dimensions; l'unite de longueur 

pour x (dimension: L) est ainsi a, distance qui separe Ie sommet du haut-fond (de pro
fondeur ho ) du point de profondeur double. 
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Mise sous cette forme, l'equation montre immediatement que pour z ----+ ± 00, la 
fonction w se comporte comme e- (jz, ce qui assure la realisation de la condition-frontiere. 

C'est pourquoi on traitera directement l'equation (IX.32) a l'aide de deux series 
00 00 

potentielles, l'une paire : w(z) = r b 2rzP, l'autre impaire: w(z) = 1: b2r+lZ2T+l, sans plus 
r=O r=O 

s'occuper de la realisation de la condition-frontiere. 

~ 

00 IIio· 

a) Posons doncw(~) = r btr;:,zr, on obtient l'equation aux valeurs propres : 
r=O 

1.2 &2 3.4 02 5.n 02 

u-Oz+ --- . ... = ° (lX.32) 
i (p. _ at) + 2.3 + (p. _ at) + 4.5 + (p. -lJz) + 6.7 + ' 

et l'on verifie facilement que Ie rayon de convergence de la serie est infini. 

II ne reste plus qu'a resoudre l'equation-fraction continue; pour cela, il faut 
se choisir un ordre de grandeur pour EJ2, c'est-a-dire se donner r (nombre de noouds 
transversaux) et bo (largeur du canal, tout naturellement mesuree en unites a, cf. 
note 119). A titre d'exemple, prenons 62 = 1, avec r = 1 et bo = ITa : on a bien alors 
62 . r2rt 2a2 /b~ ; si 62 devient tres grand, l'equation (IX.32) n'admettra que des racines 
< 0, irrecevables. Avec 62 = 1, la plus basse racine est [.I. = 0,6810 (fraction arretee a la 
6e reduite), c'est-a-dire : 

T = 7,614 a 

Vgho 

b) Prenons ensuite w (z) = Lcc 

bZr+1. Z21"+I.. On trouve de meme 
1"=0 

2.3 &2 4.5 ~2 6.7 02 

(fJ- - 02
) + 1.2 + (p. _ &t) + 3.4 + (p. _ Ot) t- 5.6 + (fJ- _ 02) + 7.8 + ... = O. (IX.33) 

Reprenons la valeur adoptee pour 62 au premier cas: 62 = 1. On voit qu'il n'existe 
pas de racine positive [.I.. Si l'on veut retrouver une racine positive [.I., il faudra prendre 
62 plus grand, ce qu'on peut faire soit en reduisant la largeur du lac bo (mesuree en unites 
a), soit en considerant une seiche laterale a plusieurs nceuds, c'est-a-dire (dans un cas 
comme dans l'autre) en diminuant la longueur d'onde des oscillations trans
versales. Prenons encore 62 = 4 (largeur divisee par 2, ou bien largeur inchangee et seiche 
binodale) : il n'y aura pas davantage de racine positive [.I.. . 

Si l'on prend 62 = 5 (c'est-a-dire largeur divisee par V5), on trouve comme plus 
petite racine positive : [.I. = 0,177 (fraction arretee a la 6e reduite), c'est-a-dire 

A titre de comparaison, calculons, pour la meme valeur de 62, la plus basse racine 
de l'equation (IX.32); on trouve, en arretant egalement la fraction a la 6e reduite, 
[.I. = 3,620, d'ou 

" 3,302 a 
l=-=-. 

Vgho 
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Le rapport des deux periodes, 

14,l);~5 
-- =4523 
3,302 ' 

est superieur it celui des deux plus longues periodes trouvees par K. HIDAKA pour Ie 
haut-fond hyperbolique (cf. p. 290) 

9,325 
3':~41 = 2,677, 

et it celui des deux plus longues periodes trouvees ci-dessus pour Ie haut-fond parabolique : 

34,98 
9,214 = 3,796. 

, 
§ 5. LES SEICHES DE DETROITS. 

La possibilite de seiches dans un detroit constitue par deux caps rectangulaires 
de meme « largeur ) (fig. 76) fut envisagee pour la premiere fois vers 1901 par 
R. A. HARRIS (120). Considerons d'abord Ie cas du bassin rectangulaire entierement ferme. 
On sait (cf. chap. I) que son oscillation aura une periode telle que si l'Oll considere une onde 
progressant parallelement it un des cotes, sa vitesse de propagation sera Viii; si cette 
on de progressive se propage, apres refiexion, en sens inverse, et se superpose it l'onde 
incidente, on obteindra, moyennant une longueur con venable du bassin (= kA /2, A etant 
la longueur d'onde de l'oscillation et k un entier positif quelconque), un systeme d'ondes 
stationnaires. 

mer 

FIG. 76. 

L'experience montre que si l'on sup prime les deux parois laterales, il y 
aura encore une oscillation propre de meme periode, la partie agitee s'etendant un peu 
au-dehors, it la condition toutefois que les murs terminaux aient une largeur au moins 
egale it A/4. 

K. HIDAKA (121) a repris la question d'un point de vue theorique; il montre la 

(120) HARRIS, R. A., Manual of Tides, cite par POINCARE, H., Ler;ons de Mecanique 
Celeste, III, p. 348 (chap. XIV, Theorie des Marees). 

(121) HIDAKA, K., Seiches in a Channel, Mem. Imp. Mar. Obs., Kobe, V, 4 (1935), 
pp. 327-358. 
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possibilite d'apparition de seiches dans un detroit, dont les deux cotes opposees sont 
constituees par les deux branches d'une hyperbole, et calcule quelques valeurs propres; 
l'application de cette theorie au cas du detroit d'Akasi (au sud-ouest de Kobe, Japon), 
de forme approximativement hyperbolique, fournit cependant un resultat decevant : 
periode fondamentale calcuIee : 5 min 30 sec, alors que la periode fondamentale observee 
depasse un peu les dix minutes. 

L'equation en ~ it deux dimensions, it profondeur constante ho : 

32 ~ 32~ A 
3X2 + ay2 + ho ~ = 0, 

FIG. 77. - Detroit hyperbolique (vo = 300 ). 


Distribution des amplitudes de la seiche ~ = ce1(v, 6) Ce1(tL, 6). 

[D'apres K. HIllAKA, Mem. Imper. Mar. Obs., V, 4 (1935), pp. 327 sqq.] 


devient, en coordonnees elliptiques definies par x = a cosh tL cos v, Y = a sinh tL sin v (les 
champs des variables fL, v etant °~ fL ~ 00, - l't ~ V ~ + l't) : 

(IX.34) 


ou l'on a pose 

Aa2 = 6. 
4 ho 

La condition-frontiere a~ /In = 0 sur les cotes (n = normale exterieure) devient 
(l'equation de l'hyperbole etant v = vo, la distance entre les deux foyers etant donnee 
par 2a) : 

(lX.35) 
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L'equation (IX.34) ad met 	les solutions particulieres 


S= At" cer (v,e) Get" (p.,e), 

r = 0, 1,2,3, ... (IX.36)s= Bt" ser (v,e) Set" (p., 9), 

ou les Ar et Br sont des constantes et Cer(fL, 6) et Ser(fL, 6) des fonctions que K. HIDAKA 

appelle les fonctions « associees » ou « modifiees » de MATHIEU; en realite ce sont des fonc
tions de MATHIEU it argument imaginaire : 

Elles sont quasi periodiques et d'amplitude decroissante (of. pp. 283 sqq.). Intro
duisant (IX.36) dans (IX.35), on obtient 

se~ h, 0) = 0, 

les derivations etant faites par rapport it v. 

Ce sont les equations aux valeurs propres 8 du probleme. Elles se resolvent par 
tables. 

L'auteur envisage trois cas principaux : Yo = 30°, Yo = 45° et Yo = 60°. La figure 
ci-contre donne l'allure de la solution Ce1(v, 6) Ce1(fL, 6) pour v = 30°. L'amplitude a 
ete calculee en prenant arbitrairement ~ = 1 en fL = 0, v = Vo. Elle est maximum dans 
la partie centrale du detroit, et decroit lentement it mesure qu'on s'eloigne de celle-ci. 

A me sure que la largeur du detroit croit en direction de l'ocean (c'est-it-dire it mesure 
que Vo decroit), A decroit et par suite la periode croit. Les deux autres cas conduisent it 
des conclusions analogues. 




